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УНИВЕРСАЛЬНАЯ МОДЕЛЬ СТАБИЛИЗАЦИИ  
КВАНТОВОЙ СИСТЕМЫ ПРИ ПОНИЖЕНИИ СИММЕТРИИ  
И ЕЕ ИСПОЛЬЗОВАНИЕ В ВУЗОВСКИХ КУРСАХ ФИЗИКИ 

 
[Работа поддержана грантом № 2.1.1/3847 программы  

«Развитие научного потенциала высшей школы (2009–2010 годы)»] 
 

Предложена простая универсальная модель стабилизации квантовой 
системы при понижении симметрии, основанная на анализе квантовых со-
стояний фермионов в потенциальном ящике в виде прямоугольного параллеле-
пипеда. Показано, что минимум энергии системы фермионов в потенциаль-
ном ящике при сохранении его объема осуществляется при его кубической 
форме или деформации вытянутости или сжатия в одном из направлений в 
зависимости от набора квантовых чисел и конфигурации волновой функции 
рассматриваемого стационарного состояния. Опыт показывает высокую 
эффективность использования в физическом образовании простой, основан-
ной на первых принципах наглядной модели стабилизации структуры при по-
нижении симметрии.  

 
Ключевые слова: фундаментальная физика, преподавание физики, 

симметрия в физике, понижение симметрии, стабилизация структур, простая 
универсальная модель.  
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A UNIVERSAL MODEL OF QUANTUM SYSTEM STABILISATION  

WITH THE DECREASE OF SYMMETRY  
AND ITS APPLICATION IN UNIVERSITY PHYSICS COURSE  

 
A simple universal model of stabilization of quantum system is suggested with 

downturn of the symmetry based on the analysis of fermion quantum states in a 
potential box in the form of a rectangular parallepiped. It is shown, that the energy 
minimum of fermion system in a potential box at preservation of its volume is 
carried out at its cubic form or deformation of elongation or compression in one of 
directions depending on a set of quantum numbers and a configuration of wave 
function of a considered  stationary condition. The experiment shows high efficiency 
of application of the simple, based on the first principles, evident model of structure 
stabilization at downturn of symmetry. 

 
Keywords: teaching physics, simple universal model. 

 
Закономерности симметрии занимают особое место в системе фундамен-

тальных законов физики. Достаточно отметить, что целые разделы современной 
физики, например, субатомная физика, физика элементарных частиц, сущест-
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венным образом основаны на фундаментальных закономерностях симметрии 
[13]. Вопросы стабилизации структур при изменении их симметрии занимают 
существенное место в физике молекул [15; 16; 22], кристаллов [4; 12; 18], физи-
ке фазовых переходов [4; 12; 18].  

Стабилизируются с понижением симметрии решетки, например, кристал-
лы V группы таблицы Менделеева. Кристаллическая решетка типа висмута с 
валентными p-связями является неустойчивой в простой кубической структуре 
[1; 5; 22]. Она стабилизируется путем понижения симметрии, что проявляется  
в ромбоэдрической деформации вытянутости кубической ячейки вдоль одной 
из пространственных диагоналей — ось (111) и смещения двух гранецентриро-
ванных подрешеток вдоль этой диагонали [1; 5; 22]. Одним из наиболее важных 
примеров систем, стабилизирующихся при понижении симметрии и формиро-
вании при этом спонтанной поляризации, являются кристаллы сегнетоэлектри-
ков [3; 14].  

В связи с вышеизложенным актуальной является задача разработки про-
стых наглядных моделей, демонстрирующих стабилизацию структур при изме-
нении их симметрии, и применения данных моделей в преподавании физики, в 
частности, физики конденсированного состояния, кристаллов и наноструктур [9].  

 
Исходная модель. Одномерная задача о стационарных состояниях элек-

трона в потенциальном ящике является общепринятой моделью в изложении 
основ физики квантовых состояний микрообъекта в разделе «квантовая физика» 
курсов общей физики [20]. Трехмерная задача положена в основу изложения 
основ теории металлов по Зоммерфельду в курсе физики твердого тела [2].  
А. Н. Матвеев [17] использовал результаты решения одномерной задачи о ста-
ционарных состояниях электрона для моделирования ковалентной связи при 
образовании двухатомных молекул типа молекулы водорода.  

Дальнейшим развитием рассмотренных подходов является использование 
в преподавании физики задачи о стабилизации конфигурации потенциального 
ящика с понижением симметрии и периодической системе устойчивых кванто-
вых состояний в потенциальном ящике при понижении его симметрии в резуль-
тате деформации с сохранением объема [6, 7, 10, 11, 19]. Простейшей моделью 
является квантовая система фермионов в трехмерном потенциальном ящике в 
виде прямоугольного параллелепипеда, форма которого соответствует элемен-
тарной ячейке гипотетического кристалла.  

Структурные фазовые переходы в кристаллической фазе обычно происхо-
дят при незначительном изменении плотности кристалла [4, 12, 18]. Поэтому 
исследование обсуждаемой квантовой системы осуществляется при изменении 
формы потенциального ящика в приближении сохранения его объема. Произве-
дем исследование изменения энергии квантовых состояний микрообъекта (элек-
трона) в потенциальном ящике при понижении его симметрии по сравнению с 
кубической путем изменения длины одного из ребер с сохранением объема.  

Такая задача может быть рассмотрена в лекционном курсе, проанализиро-
вана на практических занятиях аналитически или численно с применением рас-
пространенных математических программных средств типа MathCAD, Maple, 
Mathematica. Краткий анализ задачи с применением MathCAD для расчетов и 
графического представления результатов приведен ниже.  



Универсальная модель стабилизации квантовой системы при понижении симметрии… 
 

 

 157

В потенциальном ящике с конфигурацией в виде прямоугольного парал-
лелепипеда со сторонами a, b, c квантовые энергетические состояния электрона 
определяются соотношением  
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Пусть система допускает возможность изменения формы потенциально- 
го ящика путем изменения длины одного из ребер c при сохранении объема  
V = a0

3 = a*b*c = const и a = b, c = V/a2. Исследуем поведение энергетических 
состояний электронов (1) при такой деформации потенциального ящика.  
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Минимум энергии состояния соответствует (dE/dc) = 0. При указанных 
условиях из выражения (2) получим 
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Из выражений (3) следует, что при n1 = n2 = n3 минимум энергии соответ-
ствует кубической симметрии потенциального ящика a = b = c = ao. Состояния с 
n1 = n2 = n3 не вырождены. Состояния с набором квантовых чисел типа (1,1,2), 
(1,2,1), (2,1,1), а также (1,2,2), (2,1,2), (2,2,1) в случае кубической симметрии, 
при a = b = c = ao, являются трехкратно вырожденными по энергии.  

Из выражений (3) следует, что для состояний типа (1,1,2) минимум энер-
гии соответствует  
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вытянутости параллелепипеда вдоль оси (3) при уменьшении площади перпен-
дикулярного ей основания. Так как энергия состояния зависит от квадратов па-
раметров a, b, c, а оси (1), (2), (3) в исходной кубической форме параллелепипе-
да равноправны, то понижение энергии состояния возможно при удлинении па-
раллелепипеда вдоль одного из шести направлений (положительное или отри-
цательное направление одной из трех осей). Выбор направления удлинения 
происходит спонтанно, носит случайный характер или определяется внешним 
воздействием. Внешнее воздействие также может вызвать переключение уже 
спонтанно произошедшего удлинения  

Для состояний типа (2,2,1) энергия состояния достигает минимума при 
значениях c, равных  
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что соответствует сжатию параллелепипеда в одном из эквивалентных шести 
направлений и увеличению площади перпендикулярного ему основания.  
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В рассмотренных случаях, отраженных в соотношениях (5) и (6), пониже-
ние симметрии, как в случае эффекта Яна—Теллера в молекулах [18], сопрово-
ждается снятием вырождения, т. е. расщеплением исходного трехкратно выро-
жденного состояния на два: невырожденное и двукратно вырожденное.  

Для двух заполненных состояний с квантовыми числами типа (1, 1, 1) и 
(1, 1, 2) минимум энергии системы достигается при  
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что соответствует вытянутости потенциального ящика вдоль одного из ребер (с) 
или любом другом из шести эквивалентных направлений и понижении симмет-
рии параллелепипеда до тетрагональной.  

Это иллюстрирует рис. 1, на котором представлен график зависимости 
энергии системы в единицах (π2 2/2m) при заполнении двух состояний с кван-
товыми числами (1, 1, 1) и (1, 1, 2) в зависимости от величины (c) при a = b,  
ao = 10 и V = const. Минимум энергии наблюдается при с = 13,57.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
При последовательном заполнении квантовых состояний в соответствии с 

принципом Паули энергия системы будет складываться из составляющих (1) 
для различных сочетаний квантовых чисел. Соответствующее минимуму энер-
гии системы значение параметра (с) можно получить аналогично (3), приравняв 
нулю производную указанной суммы по параметру (с) при условии сохранения 
объема. Для расчетного анализа принято V = 1000, a0 = 10. Классификация по-
следовательно заполняемых по мере возрастания энергии квантовых состояний 
приведена в табл. 1. Номеру состояний в верхних рядах таблицы сопоставлено 
приведенное в нижних рядах сочетание квантовых чисел (n1, n2, n3) заполненно-
го состояния с наибольшей энергией, отделяющего заполненные состояния от 
незаполненных. Таблица может быть продолжена. 

Таблица 1 
 

Номер 
состояний 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

n1, n2, n3 111 112 121 211 221 212 122 222 223 232 322 
 

Номер 
состояний 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 

n1, n2, n3 332 323 233 333 334 343 433 443 434 344 444 

10 15 20
0.08

0.1

0.12

0.13

0.081

E c( )

207 c

Рис. 1. Энергия электронных состояний 
с квантовыми числами (1, 1, 1) и (1, 1, 2) 
в трехмерном потенциальном ящике  

в зависимости от величины с  
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Параметры потенциального ящика (с) и значения энергии системы при за-
полненных состояниях до номеров, указанных в табл. 1, приведены на рис. 2, 3. 
Наблюдается четкая периодичность стабилизации системы с минимизацией 
энергии при понижении симметрии ячейки.  

Стабилизация системы при кубической конфигурации соответствует наи-
более высокой симметрии заполненных состояний до 1, 4, 7, 8, 11, 14, 15, 18, 21, 
22. Стабилизация при деформации вытянутости происходит при наибольшем 
понижении энергии и соответствует пониженной симметрии заполненных со-
стояний 2, 9, 16; деформации сжатия соответствует меньшее по сравнению с 
деформацией вытянутости уменьшение энергии состояний 5, 12, 19.  
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Произведенный анализ показывает, что в предложенной простейшей мо-

дели проявляются фундаментальные закономерности стабилизации квантовой 
системы при понижении ее симметрии и снятии вырождения состояний, что 
может быть представлено в разделе «Квантовая физика» вузовского курса об-
щей физики. Проведенный ниже анализ стабилизации кристаллической струк-
туры полуметаллов и сегнетоэлектриков при понижении симметрии решетки 
может быть эффективно использован в вузовских курсах физики твердого тела 
и физики конденсированного состояния.  

 
Применение модели к описанию кристаллов полуметаллов V группы 

таблицы Д. И. Менделеева. Приведем параметры элементарных ячеек кри-
сталлов Bi, Sb, As в сравнении с простой кубической решеткой в псевдокубиче-
ских (c, θ ), и ромбоэдрических (a, α, U) координатах, расстояния между бли-
жайшими r1 и более удаленными r2 соседними атомами, углы ϕ1 и ϕ2 валентных 
связей, температуры фазового перехода Tk в кубическую конфигурацию [1, 5, 
22]. Линейные размеры даны в ангстремах.  

Стабильная структура кристаллов типа висмута обеспечивается ромбоэд-
рической деформацией вытянутости исходной кубической ячейки вдоль одной 
из пространственных диагоналей и сдвигом двух гранецентрированных подре-

Рис. 2. Значения параметра с, которым 
соответствуют минимумы энергии  
системы состояний, заполненных  
до номера из табл. 1, обозначенного  
на горизонтальной оси, при a0 =10

Рис. 3. Уменьшение энергии системы  
(в усл. ед.) при понижении симметрии 
ячейки по сравнению с кубической  

в зависимости от номера заполненного 
состояния с наибольшей энергией 
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шеток вдоль этой диагонали [1, 5, 22]. Указанная деформация приводит к по-
нижению симметрии кристаллической решетки от кубической до ромбоэдриче-
ской. Показателями понижения симметрии по сравнению с кубической служат 
отличия углов (θ, ϕ1, ϕ2) от 90о, параметра U от 0,25, а также неравенство рас-
стояний r1 и r2, (табл. 2). 

 
Таблица 2 

 

Мышьяк Сурьма Висмут Куб c 5,564 6,228 6,568 — 
θ 84o38’ 87o25’ 87o32,4’ 90o 
a 4,131 4,507 4,746 — 
α 54o10’ 57o6,5’ 57o14,2’ 60o 
U 0,226 0,233 0,237 0,25 
r1 2,51 2,87 3,10 r1 = r2 
r2 3,15 3,36 3,47 r1 = r2 

ϕ1 97° 96° 93° 90° 
ϕ2 73° 79° 81° 90° 

TK, K 5830 3210 2810 — 
 
Сравнение данных, приведенных в табл. 2, с результатами анализа пред-

ложенной модели показывает, что стабилизация структуры кристаллов типа 
висмута при понижении их симметрии может быть следствием фундаменталь-
ных закономерностей поведения электронов в трехмерном потенциальном ящи-
ке [6].  

Деформация вытянутости ячейки кристаллов типа висмута со стабилиза-
цией структуры при понижении симметрии происходит вдоль одной из трех 
пространственных диагоналей исходного куба [1, 5, 22]. В идеальном монокри-
сталле эта деформация происходит когерентно во всем макроскопическом объ-
еме. Внешнее механическое воздействие может привести к переключению на-
правления указанной деформации на другую диагональ, что приводит к двой-
никованию кристаллов типа висмута [8].  

 
Применение модели к описанию сегнетоэлектрического состояния. Из 

рис. 3 следует, что наибольшее понижение энергии при деформации вытянуто-
сти соответствует состоянию с квантовыми числами (1, 1, 2). Проанализируем 
систему с двумя заполненными состояниями с квантовыми числами (1, 1, 1) и 
(1, 1, 2) [19, 21].  

В принятой модели есть единственный параметр для выбора — это размер 
потенциального ящика кубической симметрии, длина ребра куба (a0). Все полу-
чаемые численные результаты и их точность в рамках принятой модели полно-
стью определяются величиной (a0) и точностью ее задания. Для анализа примем 
a0 = 2,500·10–10 м.  

Произведем расчет энергии системы при кубической симметрии ячейки  
a = b = c = ao: 
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Минимум энергии системы достигается при деформации вытянутости при 

c = 1,357·a0, и a = b = 
c
V = 0,858·a0. В этом случае: 
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Расчет по формулам (7) и (8) для энергии состояний дает значения 
E(куб) = (17,936+35,872) эВ = 53,808 эВ.                                   (9) 

E(деф) = (19,490+29,23) эВ = 48,720 эВ.                               (10) 

В выражениях (9), (10) приведены два слагаемых соответственно для со-
стояний (1, 1, 1) и (1, 1, 2). Видно, что при деформации вытянутости энергия 
увеличивается для состояния (1, 1, 1) и уменьшается для состояния (1, 1, 2), что 
приводит к уменьшению энергии для системы в целом.  

Таким образом, при деформации вытянутости, удлинении ребра паралле-
лепипеда на величину d = (3,393 – 2,500)·10–10 м = 0,895·10-10м, энергия системы 
понижается на величину ∆E = E(куб) – E(деф) = 5,088 эВ.  

Механизмом разделения зарядов в модели является сама деформация вы-
тянутости с понижением энергии системы. Система стабилизируется с пониже-
нием симметрии и разделением зарядов до тех пор, пока увеличение электриче-
ской энергии, обусловленное разделением зарядов, остается меньше понижения 
энергии состояний, обусловленного деформацией вытянутости ячейки.  

Если рассматриваемое понижение симметрии сопровождается относи-
тельным смещением элементарных положительных и отрицательных зарядов на 
величину d удлинения ребра с параллелепипеда, то величина возникающего при 
этом электрического дипольного момента будет равна P = 1,6·10–19·0,895·10–10 = 
= 1,432·10–29 Кл·м.  

При относительном смещении положительных и отрицательных зарядов 
увеличивается энергия электрического взаимодействия. Произведем оценку 
этого увеличения: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−=∆
daa

eE
000

2 11
4πε

.                                          (11) 

Подстановка a0 и d в выражение (11) дает значение ∆E = 1,513 эВ для уве-
личения электростатической энергии, что заметно ниже уменьшения энергии 
вследствие деформации вытянутости и понижения симметрии ∆E = 5,088 эВ. 
Это делает возможной такую деформацию, сопровождающуюся разделением 
зарядов и возникновением дипольного момента порядка его величины, прихо-
дящейся на ячейку реального сегнетоэлектрика. Например, на ячейку титаната 
бария приходится дипольный момент, примерно равный 2·10–29 Кл·м [14].  

 
В ы в о д ы .  Предлагаемая простая модель отражает ряд существенных 

свойств систем, в частности, реальных кристаллов.  
1. Стабилизация структуры кристаллов осуществляется при различной 

степени симметрии. В зависимости от симметрии волновых функций, от набора 
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квантовых чисел состояний устойчивой может быть структура кубической 
симметрии или ромбоэдрической симметрии при деформации вытянутости или 
сжатия исходного куба.  

2. По аналогии с группами в таблице Д. И. Менделеева, элементы кото-
рых преимущественно кристаллизуются в структурах одинаковой симметрии, 
имеет место периодичность устойчивых структур рассматриваемой модели в 
зависимости от симметрии волновых функций квантовых состояний.  

3. Переход в устойчивое состояние с понижением симметрии осуществ-
ляется спонтанно при случайном выборе в качестве преимущественного одного 
из эквивалентных в исходном состоянии направлений, которое может быть из-
менено под внешним воздействием. Примером может служить двойникование 
кристаллов типа висмута при механическом напряжении.  

4. Если при понижении симметрии ячейки происходит спонтанное разде-
ление электрических зарядов с появлением электрического диполя, то такое со-
стояние будет устойчивым, если увеличение энергии электрического взаимо-
действия будет меньше понижения энергии системы вследствие понижения 
симметрии. Возникающий при этом дипольный момент по порядку величины 
соответствует дипольному моменту, приходящемуся на ячейку типичных сег-
нетоэлектриков. Внешним воздействием, приводящим к изменению преимуще-
ственного направления при понижении симметрии, может быть внешнее элек-
трическое поле, вызывающее изменение направления поляризации ячейки.  

Полученные результаты использованы в курсах общей физики при изуче-
нии общих вопросов стабилизации систем с понижением симметрии, в курсах 
физики конденсированного состояния, физики твердого тела, физики молекул и 
наноструктур при изложении вопросов стабилизации их структуры. Фундамен-
тальный уровень и высокая степень общности модели в сочетании с ее просто-
той и наглядностью обеспечивает высокую эффективность использования 
предложенной модели в учебном процессе.  
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В. Б. Венславский 
 

ОБУЧЕНИЕ СТУДЕНТОВ И ШКОЛЬНИКОВ  
ЭЛЕМЕНТАМ ПРОЕКТИРОВАНИЯ ЭЛЕКТРОННЫХ УСТРОЙСТВ 

 
Обсуждается технология учебного проектирования электронных уст-

ройств. Переход от линейных моделей элементов цепи к математическим 
моделям электронных систем предлагается выполнять на основе графическо-
го представления структурных законов Кирхгофа методом «опрокинутой ха-
рактеристики».  

 
Ключевые слова: моделирование; линейная система; закон Кирхгофа; 

метод опрокинутой характеристики; математическая модель; графическая фор-
ма модели; падающая характеристика; информационная модель; эквивалент-
ная схема; электронное устройство.  

 
V. Venslavsky 

 
TEACHING ELEMENTS OF DESIGNING  

ELECTRONIC DEVICES TO STUDENTS AND PUPILS 
 

The educational designing technology of electronic devices is discussed. The 
transition from the linear models of the network elements to the electronic system 
simulator is suggested to be made on the basis of the pictorial representation of 
Kirchhof’s structural laws by means of “flip - chip characteristic” method.  
 

Keywords: modeling, linear system, Kirchhof’s law, flip-chip characteristic 
method, mathematical model, pictorial form of the model, decreasing charakteric, 
information model, equivalent circuit, electronic device. 

 
Перспективные высокие технологии будущего предполагают использова-

ние и проектирование новых инновационных технических средств на основе 
электронных устройств (ЭУ). От компетентности педагога в современных ус-




