
 
 

 

 7

 
МАТЕМАТИКА 

 
 
 
 
 
 

 
 

Л. В. Линчук 
 

ДВУМЕРНЫЕ АЛГЕБРЫ АЛЬТЕРНАТИВНЫХ ОБОБЩЕННЫХ 
ОПЕРАТОРОВ, ДОПУСКАЕМЫХ ОБЫКНОВЕННЫМИ 
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В работе рассматривается алгоритм редукции обыкновенных дифферен-

циальных уравнений 2-го порядка, допускающих двумерную алгебру альтерна-
тивных обобщенных операторов. Результаты работы полностью согласуются 
с классическими, являясь их обобщением. Дана классификация подалгебр, приве-
дены примеры интегрируемых уравнений. 
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L. V. Linchuk  
 

TWO-DIMENSIONAL ALGEBRAS OF THE ALTERNATIVE GENERALIZED 
OPERATORS THAT ARE ADMITTED BY THE 2nd ORDER 

ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS  
 

The paper is devoted to the reduction of the 2nd order ordinary differential 
equations which are admitted a two-dimensional algebra of the alternative gene-
ralized operators. The results correlate with the classical results and generalize the 
classical algorithms. The classification of the subalgebras is made. The examples 
of the integrated equations are given. 

 
Кeywords: аlternative generalized operators, two-dimensional algebra, 
ordinary differential equations. 
 

Хорошо известно, что групповой анализ является мощным инструментом 
поиска симметрий и интегрирования дифференциальных уравнений. Широкая 
востребованность в приложениях стимулирует обобщение его понятий, средств 
и методов с целью расширения класса решаемых задач. Этим объясняется и 
многообразие рассматриваемых в групповом анализе симметрий: точечные, ка-
сательные, динамические, экспоненциальные нелокальные. В работе [3] пред-
ложен другой подход к обобщению классических симметрий и введено понятие 
альтернативного обобщенного оператора. 
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Альтернативным обобщенным оператором называется оператор 
0 1( , , ) ( , , ) ( , , )x y yX x y y x y y x y yξ ζ ζ ′′ ′ ′= ∂ + ∂ + ∂ ,                       (1) 

где ( , , )x y yξ ξ ′= , 0 0 ( , , )x y yζ ζ ′= , 1 1( , , )x y yζ ζ ′=  — произвольные функции 
своих аргументов ( ξ′≠ζ y0 ), k-е продолжение которого строится по формуле 

( )

2
( , , , , )

k
i

ik i
X X x y y yζ

=

′= +∑ … , 

где 

( )
( )

( ) 1
1 1 0

0

i
i i

i x i x x x
yD y D D y D
y

ζ ξζ ζ ξ ζ ζ ξ
ζ ξ
−

−

−′= − + − +
′−

,  ki ,,2 …= .       (2) 

Несмотря на отличную от классической формулу вычисления координат про-
долженного оператора (2) (в классической нет последнего слагаемого), альтер-
нативные обобщенные операторы обладают важными свойствами, позволяю-
щими считать их обобщением классических симметрий: во-первых, точечные и 
касательные симметрии содержатся в классе альтернативных обобщенных сим-
метрий, а во-вторых, инварианты любого порядка этих операторов можно стро-
ить, зная базис инвариантов, с помощью оператора полной производной xD . 
Последнее свойство позволяет использовать альтернативные обобщенные опе-
раторы для факторизации обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) 
согласно следующей теореме [3]: 

Теорема 1. Если ОДУ 2-го порядка  
( ), ,y F x y y′′ ′=                                                  (3) 

допускает альтернативный обобщенный оператор X, т. е. ( )
2

0y FX y F ′′=′′ − = , 

имеющий функционально независимые инварианты ( , , )u u x y y′=  и 
( , , )v v x y y′= , т. е. ( ) 0X u = , ( ) 0X v = , причем  0x y F

D v
′′=

≠ , то его можно пред-

ставить в виде фактор-системы: 
 

( , , ),
( , , ),

( , , ) 0.v

u u x y y
v v x y y
G v u u

′=⎧
⎪ ′=⎨
⎪ =⎩

                                                 (4) 

Но сведение ОДУ (3) к двум ОДУ 1-го порядка, которые следуют из сис-
темы (4), еще не гарантирует, что мы сможем проинтегрировать эти уравнения. 
Отчасти эту проблему удается решить, рассматривая не один, а пару операто-
ров. Так, например, в [2] изложен алгоритм понижения порядка с помощью 
двумерной алгебры точечных операторов. Построим похожую теорию для клас-
са альтернативных обобщенных операторов. 

Пусть ОДУ (3) допускает два линейно независимых альтернативных 
обобщенных оператора: 

 
1 0 1

2 0 1

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , ) ,
x y y

x y y

X x y y x y y x y y

X x y y x y y x y y

ξ ζ ζ

α β β
′

′

′ ′ ′= ∂ + ∂ + ∂

′ ′ ′= ∂ + ∂ + ∂
                  (5) 
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(т. е. 1 2( , , )X x y y Xλ ′≠  ни при какой функции ( , , )x y yλ λ ′= ) и 

1 2 1 1 2 2
2 2 2 2

, ( , , ) ( , , )X X x y y X x y y Xλ λ⎡ ⎤ ′ ′= +⎢ ⎥⎣ ⎦
.                            (6) 

Если X1 и X2 — касательные операторы (под касательными операторами далее 
мы будем понимать точечные и собственно касательные операторы) и 

1 constλ = , 2 constλ = , то в этом случае говорят, что операторы образуют дву-
мерную алгебру. Альтернативные обобщенные операторы обладают свойством, 
отличающим их от классических операторов [3]: 
 

( )( , , ) ( , , )
kk

x y y X x y y Xλ λ′ ′=  

(при таком домножении, например, точечный оператор становится точечным, 
домноженным на функциональный множитель ),,( yyx ′λ ; он остается альтер-
нативным обобщенным оператором, но уже не является точечным). Сформули-
рованное свойство оправдывает рассмотрение в соотношении (6) функциональ-
ных, а не только числовых множителей 1λ  и 2λ . Это позитивное отличие ниве-
лируется тем недостатком, что сумма двух альтернативных обобщенных опера-
торов не всегда является альтернативным обобщенным оператором, поэтому, с 
одной стороны, нельзя употреблять термин подалгебра. Но, с другой стороны, 
если в качестве алгебры рассматривать все множество операторов вида (1), ко-
ординаты продолжения которых выбираются произвольно, то X1 и X2 образуют в 
этой алгебре подалгебру. На самом деле этот факт с точки зрения применимости 
пары этих операторов для факторизации уравнения оказывается несуществен-
ным в силу следующей теоремы. 

Теорема 2. Если линейно независимые альтернативные обобщенные опе-
раторы X1 и X2 обладают свойством (6), то существуют 1( , , ) 0x y yµ ′ ≠ , 

2 ( , , ) 0x y yµ ′ ≠ , такие что 

[ ]1 1 2 2µ ,µ 0.X X =                                                 (7) 

Доказательство. Пусть 1µ и 2µ  являются ненулевыми решениями ли-
нейных уравнений с частными производными 

1 1 2 1( ) 0Xµ λ µ− = ,   0)( 2122 =µ+λµ X .                                   (8) 
Тогда 

( )

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 1 2 2 2 2 1 1
2 2 2 2

1 2 1 1 2 2 1 1 2 2 2 2 1 1
2 2 2 2

2 1 1 2 1 1 1 2 2
2

, ( ) ( )

, ( ) ( )

( ) ( )

( )

X X X X X X X X X X

X X X X X X

X X X X X X

X X X

µ µ µ µ µ µ µ µ

µ µ µ µ µ µ

µ µ λ λ µ µ µ µ

µ µ λ µ µ µ λ

= + − + =

= + − =

= + + − =

= − + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )1 2 2
2

( ) 0.Xµ =

 

Таким образом, теорема доказана. 
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Пример  1 .  Рассмотрим точечные операторы 
2 '

1 ( ) ,x y yX x xy y xy ′= ∂ + ∂ + − ∂    2 2x y yX x y y ′′= − ∂ + ∂ + ∂ , 

удовлетворяющие коммутационному соотношению 1 2 1
2 2 2

,X X X⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦
. В нашем 

случае 11=λ , 02=λ . Из формул (6) находим 1
1

−=µ x , 12 =µ . Непосредст-

венно можно проверить, что действительно 1 2
2 2

, 0Y Y⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦
, где 1

1
1 XxY −= , 

2 2Y X= . 
На практике достаточно часто приходится иметь дело с касательными опе-

раторами. Выполнение соотношения (7) для них означает, что они образуют 
двумерную алгебру в классическом понимании. 

Теорема 3. Если X1, X2, — касательные операторы и 1 1 2 2
2 2

, 0.X Xµ µ⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦
 при 

некоторых 0),,(1 ≠′µ yyx , 0),,(2 ≠′µ yyx , то существуют 1 2,C C ∈ℜ , такие  

что 1 2 1 1 2 2
2 2 2 2

,X X C X C X⎡ ⎤ = +⎢ ⎥⎣ ⎦
.  

Доказательство. Во-первых, заметим, что так как   1 1 2 2
2 2

, 0X Xµ µ⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦
 и 

1 1 2 2 1 2 1 2 1 1 2 2 2 2 1 1
2 2 2 2 2 2

, , ( ) ( )X X X X X X X Xµ µ µ µ µ µ µ µ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
, 

то  
2 1 1 2

1 2 1 2
2 2 2 21 2

( ) ( ), X XX X X Xµ µ
µ µ

⎡ ⎤ = −⎢ ⎥⎣ ⎦
.                             (9) 

Во-вторых, коммутатор касательных операторов является касательным. 
Действительно, если W1 и  W2 — производящие функции операторов X1 и X2, то 
непосредственными вычислениями можно показать, что производящей функци-

ей для 1 2
2 2

,X X⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 будет 

2 1 2 1 2 1 2 1 1 2
2 1'W W W W W W W W W WW y W W

y y y y x y y x y y
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= − + − + −⎜ ⎟′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
. 

В-третьих, если три касательных оператора X1, X2, X3 связаны соотноше-
нием  

3 1 1 2 2
2 22

( , , ) ( , , )X x y y X x y y Xα α′ ′= + ,                              (10) 

причем X1, X2 линейно независимы, то 1α const= , 2α const= . Доказать этот факт 
можно, приравняв коэффициенты операторов из левой и правой части равенства 
(10) и решив эту систему относительно 1α  и 2α . Ввиду громоздкости решения 
мы его здесь не приводим.  

Тогда в соотношении (9) слева стоит касательный оператор, справа линей-
ная комбинация касательных операторов с коэффициентами, которые должны 
быть равны константам, т. е.  
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2 1
1

1

( )X Cµ
µ

= ,   1 2
2

2

( )X Cµ
µ

− = ,    С1, С2.                        (11) 

Таким образом, теорема доказана. 
Домножая операторы X1 и X2 на 1µ и 2µ мы, как отмечалось выше, остав-

ляем их в классе альтернативных обобщенных операторов. Более того, операто-
ры 1 1Xµ  и 2 2Xµ  имеют те же инварианты, что и соответственно X1 и X2. Поэто-
му, так как далее операторы нас будут интересовать только с точки зрения их 
инвариантов, не ограничивая общности, будем считать, что вместо соотношения 
(6) они удовлетворяют равенству 

 

1 2
2 2

, 0X X⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦
.                                                  (12) 

 
Заметим, что при выполнении соотношения (12) выполняется более слабое ус-
ловие [ ]1 2, 0X X = . 

Свойство (12) отражается на структуре множества инвариантов этих опе-
раторов и на действии операторов на инварианты друг друга, а именно имеет 
место следующие две теоремы.  

Теорема 3. Если линейно независимые альтернативные обобщенные опе-
раторы 1X  и 2X  удовлетворяют соотношению (12), то они имеют нетривиаль-
ный общий инвариант не выше 1-го порядка ),,( yyxuu ′=  и общий инвариант 
2-го порядка ),,,( yyyxww ′′=  ( 0≠′′yw ), причем любой их общий инвариант  

не выше 2-го порядка ),,,( yyyxJJ ′′′=  можно представить в виде 
),( wuHJ = .                                                   (13) 

Доказательство. Общий инвариант не выше 1-го порядка u  должен удов-
летворять уравнениям 0)(1 =uX  и 0)(2 =uX , т. е. системе линейных уравне-
ний с частными производными 1-го порядка: 

0 1

0 1

0,
0.

x y y

x y y

u u u
u u u

ξ ζ ζ
α β β

′

′

+ + =⎧
⎨ + + =⎩

 

Соотношение (12) означает, что это — якобиева система двух линейно незави-
симых уравнений [1]. Она имеет только одно функционально независимое ре-
шение ),,( yyxuu ′= . Таким образом, существование u  доказано. 

Общий инвариант 2-го порядка w  должен удовлетворять уравнениям 
1

2
( ) 0X w =  и 2

2
( ) 0X w = , т. е. системе  

0 1 2

0 1 2

0,
0.

x y y y

x y y y

w w w w
w w w w

ξ ζ ζ ζ
α β β β

′ ′′

′ ′′

+ + + =⎧
⎨ + + + =⎩

                                   (14) 

Соотношение (12) означает, что это — якобиева система двух линейно незави-
симых уравнений. Она имеет два функционально независимых решения, в каче-
стве одного из них можно взять ),,( yyxuu ′= . Второе решение будет содер-
жать y ′′  (иначе бы существовало два функционально независимых общих ин-
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варианта не выше 1-го порядка). Таким образом, существование w  доказано. 
Все общие инварианты не выше 2-го порядка ( , , , )J J x y y y′ ′′=  операторов X1 и 
X2 удовлетворяют системе (14), а следовательно, выражаются через фундамен-
тальную совокупность решений этой системы. Таким образом, имеет место 
формула (13) и теорема доказана. 

Теорема 4. Если линейно независимые альтернативные обобщенные опе-
раторы X1 и X2 удовлетворяют соотношению (12), то они являются операторами 
инвариантного дифференцирования инвариантов не выше второго порядка друг 
друга. При этом инвариант не выше 1-го порядка переходит в инвариант не вы-
ше 1-го порядка, инвариант 2-го порядка переходит в инвариант не выше 2-го 
порядка. 

Доказательство. Пусть ( , , )u u x y y′=  — инвариант не выше 1-го порядка 
оператора X1. X2(u) — зависит только от , ,x y y′ . Тогда, учитывая, что 
[ ]1 2, 0,X X =  получаем 

( ) ( ) ( )1 2 2 1 2( ) ( ) 0 0.X X u X X u X= = =  
Следовательно, X2(u) — инвариант не выше 1-го порядка оператора X1. 

Пусть ( , , , )w w x y y y′ ′′=  — инвариант 2-порядка оператора X1. 2
2

( )X w  за-

висит только от , , ,x y y y′ ′′ . Тогда из соотношения (8), получаем 

( )1 2 2 1 2
2 2 2 2 2

( ) ( ) 0 0.X X u X X u X⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Следовательно, 2
2

( )X w  — инвариант не выше 2-го порядка оператора X1. 

Замечание. По теореме 3 такие операторы и имеют общие инварианты, 
поэтому действие одного из операторов на общий инвариант дает инвариант, 
ождественно равный нулю. В остальных случаях результатом будет нетриви-
альный инвариант. 

Пример  2 .  Рассмотрим операторы Y1 и Y2 из примера 1, имеющие об-
щий инвариант  2 1( )u xy y xy−′= − . Выражение 2

1t x y−=  является инвариантом 
оператора 1Y  и не является инвариантом оператора 2Y , а xyt =2  является ин-
вариантом оператора 2Y  и не является инвариантом оператора 1Y . Вычислим 
действие этих операторов на инварианты, которые не являются общими: 

 
 1

1
12 22)( tyxtY == − ,   1 2 2( ) 2 2 .Y t xy t= =  

Для применения двумерной алгебры операторов к факторизации уравне-
ния, допускающего эти операторы, нам потребуется следующая теорема. 

Теорема 5. Если уравнение ( , , )y F x y y′′ ′=  допускает альтернативный 
обобщенный оператор (1), ( , , , )w w x y y y′ ′′=  является его инвариантом, то 

Fy
w

=′′
 является инвариантом не выше 1-го порядка этого же оператора. 

Доказательство. Очевидно, что 
Fy

w
=′′

 зависит только от yyx ′,, . Вычис-

лим действие оператора X на  
Fy

w
=′′

. 
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Так как 

2
( ) 0X w = , ( )

2
0

y F
X y F

′′=
′′ − = , 

то 
0210 =ζ+ζ+ζ+ξ ′′′ yyyx wwww ,   0102 =ζ−ζ−ξ−ζ ′=′′ yyxFy

FFF . 

Тогда: 
( ) ( ) ( ) ( )

( )
.0)()(

)()(

)()()(

22

102210

10

10

=−′′−=

=ζ+ζ+ξ+ζ−ζ+ζ+ζ+ξ=

=+ζ++ζ++ξ=

=ζ+ζ+ξ=

=′′=′′′′
=′′

′=′′′′=′′′′=′′′′′

′=′′′′=′′′=′′′′=′′=′′′′=′′

′=′′=′′=′′=′′

FyFyy
Fy

yyxFyyFyyFyyyyx

yFyyFyyyFyyFyyxFyyFyx

yFyyFyxFyFy

FyXwwX

FFFwwwwww

FwwFwwFww

wwwwX

 

Следовательно, 
Fy

w
=′′

 является инвариантом не выше 1-го порядка опера-

тора X. 
Итак, если уравнение ( , , )y F x y y′′ ′=  допускает операторы X1 и X2 вида (5), 

удовлетворяющие условию (12), то, согласно теореме 3, они имеют общие не-
тривиальные инварианты ),,( yyxuu ′= ,  ),,,( yyyxww ′′′= . Согласно тео-

реме 5, выражение 
Fy

w
=′′

 также является общим инвариантом не выше 1-го по-

рядка этих операторов. Тогда по теореме он будет функционально зависим с  u , 
т. е. будет существовать функция  H, такая что 

 
( )

y F
w G u

′′=
= . 

Таким образом, исходное уравнение ),,( yyxFy ′=′′  можно представить в ви-

де системы: 

( , , ),
( , , , ),
( ).

u u x y y
w w x y y y
w G u

′=⎧
⎪ ′ ′′=⎨
⎪ =⎩

                                            (15) 

Если найдется функция ( , , )t t x y y′= , такая что  

x
t

x

D uw u
D t

= = ,                                                (16) 

тогда систему (15) можно записать в виде: 

( , , ),
( , , ),

( ).t

u u x y y
t t x y y
u G u

′=⎧
⎪ ′=⎨
⎪ =⎩

                                               (17) 
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Система (16) является фактор-системой уравнения ( , , )y F x y y′′ ′= , причем по-
следнее уравнение системы (17) является автономным. Таким образом, в этом 
случае внешнее уравнение фактор-системы решается всегда.  

Найдем условия существования функции  ),,( yyxtt ′= . Из формулы (16) 
следует, что выражение tDuD xx  должно быть общим инвариантом 2-го по-
рядка операторов X1 и X2, т. е. 

1
2

0x

x

D uX
D t

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
,   2

2
0x

x

D uX
D t

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
.                                   (18) 

Заметим, что t  и u  должны быть функционально независимы. Для альтерна-
тивных обобщенных операторов (1) имеет место формула [3]: 

( ) ( )

( )

2

2

1 0

0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) .

x
x x x x x

x

x x
x x

D uD t X D X u D t D X t D u
D t

D y D X u D t X t D u
y

ζ ζ ξ
ζ ξ

⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
′− +

+ −
′−

 

Подставим в эту формулу соотношения (18), тогда, так как 1 2( ) ( ) 0,X u X u= =  
получаем систему: 
 

( )

( )

1 0
1 1

0

1 0
2 2

0

( ) ( ) 0,

( ) ( ) 0.

x x
x

x x
x

D y DD X t X t
y

D y DD X t X t
y

ζ ζ ξ
ζ ξ

β β α
β α

′− +⎧ + =⎪ ′−⎪
⎨ ′− +⎪ + =
⎪ ′−⎩

                          (19) 

Совместность системы (19) зависит от структуры коэффициентов: 

1 0
1

0

( , , , ) x xD y Dp x y y y
y

ζ ζ ξ
ζ ξ

′− +′ ′′ =
′−

, 1 0
2

0

( , , , ) x xD y Dp x y y y
y

β β α
β α

′− +′ ′′ =
′−

.   (20) 

Отметим сначала следующие важные свойства коэффициентов (20), влияющие 
на дальнейшие рассуждения. 

Свойство 1. Если альтернативный обобщенный оператор X с коэффици-
ентами (1) обладает свойством 

1 0

0

0x xD y Dp
y

ζ ζ ξ
ζ ξ

′− +
= =

′−
,                                       (21) 

то он является оператором касательной симметрии. 
Доказательство. Числитель в дроби (21) обращается в ноль, поэтому 

1 0x xD y Dζ ζ ξ′= − . Более того, координаты продолженного оператора 
k
X  будут 

вычисляться по формулам (2), которые примут вид: 
( )

1
i

i x i xD y Dζ ζ ξ−= − ,   2, ,i k= … , 
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а сама координата 1ζ  будет зависеть только от yyx ′,, (по определению альтер-
нативного обобщенного оператора). Эти свойства характеризуют касательные 
операторы. 

Свойство 2. Если альтернативный обобщенный оператор X с коэффициен-
тами (1) обладает свойством 

1 0

0

x x
x

D y Dp D P
y

ζ ζ ξ
ζ ξ

′− +
= =

′−
,                                       (22) 

при некоторой функции ( , , ) constP P x y y′= ≠ , то существует касательный опе-
ратор *X  и множитель ( , , )x y yµ µ ′= , такие, что *X Xµ= . 

Доказательство. Положим: 
( , , )( , , ) e P x y yx y yµ ′−′ = , 

*
0 1

1 e e e .P P P
x y yX X ′= = ∂ + ∂ + ∂ξ ζ ζ

µ
 

Оператор *X  — альтернативный обобщенный оператор. Проверим выполнение 
для него свойства (21), учитывая (22): 
 

( ) ( ) ( )1 0 1 0 0

1 0
1 0 0

0

e e e e ( )

e ( ) 0

P P P P
x x x x x

P x x
x x

D y D D y D y D P

D y DD y D y
y

ζ ζ ξ ζ ζ ξ ζ ξ

ζ ζ ξζ ζ ξ ζ ξ
ζ ξ

−

′ ′ ′− + = − + − − =

⎛ ⎞′− +′ ′= − + − − =⎜ ⎟′−⎝ ⎠

 

Следовательно, согласно cвойству 1, оператор *X  является касательным.  
Замечание. Очевидно, что утверждения, обратные к  сформулированным в 

свойствах 1 и 2, будут также верны. 
Перейдем теперь к анализу системы (19). При решении ее возможны три 

случая в зависимости от того, сколько из параметров 1p  и 2p  обращаются в 
ноль. 

I. Если 1 2 0p p= = , тогда, cогласно cвойству 1, оба оператора являются ка-
сательными и система (19) принимает вид 

( )
( )

1

2

( ) 0,
( ) 0

x

x

D X t
D X t

=⎧⎪
⎨ =⎪⎩

 

или 

1 1

2 2

( ) ,
( ) ,

X t C
X t C

=⎧
⎨ =⎩

                                                  (23) 

1 2, ,C C ∈ℜ  2 2
1 2 0C C+ ≠  (последнее условие необходимо для того, чтобы функ-

ция t  была функционально независима с общим инвариантом  u ). Заметим, что 
система (23) выглядит проще, если перейти к новым переменным  

 
1 2( , , ) ( , , )x y y t t u′ → ,                                           (24) 
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гдe 1 1( , , )t t x y y′=  — инвариант оператора X1, не являющийся инвариантом X2   
(X1(t1) = 0, ( 2 1( ) 0X t ≠ ), 2 2 ( , , )t t x y y′=  — инвариант оператора X2, не являющий-
ся инвариантом X1 ( 2 2( ) 0,X t = 1 2( ) 0X t ≠ ), ( , , )u u x y y′=  — их общий инвариант 
( 1( ) 0,X u = 2 ( ) 0X u = ). Совокупность 1 2( , , )t t u  функционально независима, ина-
че t1 и t2 тоже были бы общими инвариантами. Тогда система (23) примет вид 

1 2 1
2

2 1 2
1

( ) ,

( ) .

t
X t C

t

t
X t C

t

∂
=

∂

∂
=

∂

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

 

Напомним, что, согласно теореме 4, операторы X1 и X2 являются операторами 
инвариантного дифференцирования, поэтому 1 2( )X t   зависит только от t2 и u , а 

2 1( )X t  — только от 1t  и u . Тогда  общим решением системы будет 

 

2 1
1 2

1 2 2 1

( )
( ) ( )

dt dtt C C c u
X t X t

= + +∫ ∫ ,                                (25) 

где ( )c u  — произвольная функция. Результат формулы (25) можно трактовать 
следующим образом: если X1 и X2 — касательные операторы, коммутатор их ра-
вен нулю, то возможно получение двух принципиально различных фактор-
систем вида  (17): 
 

1
1 2

2 1

1

( , , ),

( , , ) ( , ) ,
( )

( )t

u u x y y
dtt t x y y t t u C

X t
u G u

⎧ ′=
⎪
⎪ ′= = =⎨
⎪
⎪ =⎩

∫  2( 0),C ≠                                 (26) 

и 

2
2 1

1 2

2

( , , ),

( , , ) ( , ) ,
( )

( ).t

u u x y y
dtt t x y y t t u C

X t
u G u

⎧ ′=
⎪
⎪ ′= = =⎨
⎪
⎪ =⎩

∫  1( 0),C ≠                                (27) 

Общее решение внешнего уравнения фактор-системы (26) будет иметь вид 

( )1( , , ), ( , , )u x y y t x y y C′ ′Φ = , 

а следовательно, будет допускать оператор X1 (так как оно записано в его инва-
риантах). Это обыкновенное дифференциальное уравнение 1-го порядка можно 
попробовать привести к автономному виду, используя оператор X1, и проинтег-
рировать. Аналогичные рассуждения будут и в случае системы (27). 
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Пример  3 .  Рассмотрим уравнение 
 

( ) 22 ( ) ( ) 0ka y xy y y y′ ′ ′′ ′− + + = ,  ,a k∈ℜ , 0a ≠ . 

Это уравнение не имеет точечных симметрий, но допускает касательные опера-
торы, удовлетворяющие условию (12): 
 

1 (2 0 ),x y yX y y ′′ ′= ∂ + ∂ + ⋅∂  
2

2 ( ) ( 2 0 )x y yX y y−
′′ ′= ∂ + ∂ + ⋅∂ . 

Найдем фактор-систему вида (27): 

u y′= , 1 2t xy y′= − , 1
1 1

2 1

3
( )

dtt u dt ut
X t

= − = =∫ ∫ . 

Тогда 

,
( 2 ) ,

2 1.k
t

u y
t xy y y

au u

′=

′ ′= −

=

⎧
⎪
⎨
⎪⎩

 

Решая внешнее уравнение фактор-системы, понижаем порядок исходного урав-

нения: 

1

2

2 ( ) , при 1,
1( ) 2

2 ln | |, при 1.

ka y k
kx y yy C
a y k

+⎧ ′ ≠ −⎪ +′ ′− + = ⎨
⎪ ′ = −⎩

 

II. Если 1 20, 0p p= ≠  (аналогично 2 10, 0p p= ≠ ), тогда, согласно свойст-
ву 1, оператор X1 является касательным, а X2 не является таковым. Система (19) 
принимает вид 

 

( )

( )
1

1 0
2 2

0

( ) 0,

( ) ( ) 0.

x

x x
x

D X t
D y DD X t X t

y
β β α

β α

⎧ =
⎪ ′− +⎨ + =⎪ ′−⎩

                           (28) 

Решим первое уравнение системы (28), используя замену (24): 

1 1 1 2 1
2

( ) ( ) dtX t C X t C
dt

= ⇒ =  

2
1 1

1 2

( , )
( )

dtt C t u
X t

ϕ= +∫ ,                                        (29) 

где 1C ∈ℜ , 1( , )t uϕ ϕ=  — произвольная функция. Первое слагаемое, согласно 
теореме 4, зависит только от 2t  и u , поэтому подстановка (29) преобразует вто-
рое уравнение (28) к виду 
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( ) 1 0
2 2

0

( ) ( ) 0x x
x

D y DD X X
y

β β αϕ ϕ
β α

′− +
+ =

′−
.                          (30) 

Независимо от координат оператора X2 любая ϕ , такая, что 1/ 0tϕ∂ ∂ = , будет 
решением этого уравнения. Найдем условия, при которых ϕ  может зависеть от 

1t . Тогда уравнение (30) можно преобразовать следующим образом: 

( ) 1 0
2 2

0

ln | ( ) | 0x x
x

D y DD X p
y

β β αϕ
β α

′− +
= − ≡ − ≠

′−
.                   (31) 

Таким образом, все зависит от того, будет ли 2p  полной производной. 
Если p2 не является полной производной (т. е. X2, согласно свойствам 1 и 2, 

не является ни касательным, ни касательным с некоторым функциональным 
множителем), то 0/ 1 =∂ϕ∂ t  и общее решение системы (28) имеет вид 

2
1

1 2

( )
( )

dtt C u
X t

ϕ= +∫ , 1 0C ≠  

Если  существует 2 2 ( , , ) constP P x y y′= ≠  такая, что 2 2( )xp D P= , то, со-

гласно свойству 2,  
*

2 2( , , )X x y y Xµ ′= ,  2e Pµ −= ,                                     (32) 

где *
2X  — касательный оператор. Решим уравнение (31) 

2
2 2( ) e PX Cϕ −= , 2C ∈ℜ  ⇒  2

2 1 2
1

( ) e PX t C
t
ϕ −∂
=

∂
, 

2
1 1 1

2 2 2 *
2 1 2 1 2 1

e ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

P dt dt dtC c u C c u C c u
X t X t X t

µϕ
−

= + = + = +∫ ∫ ∫ , 

где ( )c c u=  — произвольная функция. Так как ϕ  не зависит от 2t , то  должно 

выполняться условие  2
2e / 0P t−∂ ∂ =  или 1 2 1( ) ( ) 0X P X µ= = . 

Таким образом,   
a) если X2 имеет вид (32) и 1( ) 0X µ = , то  

2 1 2 1
1 2 1 2 *

1 2 2 1 1 2 2 1

( ) ( ),
( ) ( ) ( ) ( )

dt dt dt dtt C C c u C C c u
X t X t X t X t

µ
= + + = + +∫ ∫ ∫ ∫          (33) 

b) если X2 отличен от (32) или 1( ) 0X µ ≠ , то:  

2
1 1

1 2

( ), 0
( )

dtt C c u C
X t

= + ≠∫ .                                     (34) 

Заметим, что случай IIa можно было свести к I и получить формулу (33). Дейст-
вительно, если X1 и X2 удовлетворяют соотношению (12), то X1 и *

2X  обладают 
этим же свойством: 
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* * * *
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 , , ( ) , ,X X X X X X X X X Xµ µ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = = + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

Рассмотрим примеры, соответствующие случаю IIb. 
Пример  4 .  Уравнение 
 

( )2( ) 1x xy x y y′ ′′+ − − =  

допускает пару операторов 

1 0 x y yX x ′= ⋅∂ + ∂ + ∂ ,   ( )/
2 e ( 1) 0y y x

x y yX y′−
′′= ∂ + − ∂ + ⋅∂ , 

удовлетворяющих условию (12). Их инварианты равны: u xy x y′= − − , 1t x= , 

2t y′= . Оператор X1 является точечным, а оператор / *
2 2e y xX X= , где *

2X  — каса-
тельный (значит, 1 0p = , 2 0p ≠ ), но 

/ /
1 1( ) (e ) e 0y x y xX Xµ = = ≠ , 

поэтому имеем случай b. Вычислим по формуле (34) при 1 1C = , ( ) 0c u =  функ-

цию t   

2
2 2

1 2( )
dtt dt t y

X t
′= = = =∫ ∫  

и построим фактор-систему 

2

,
,

0.t

u xy x y
t y
u u

′= − −⎧
⎪ ′=⎨
⎪ + =⎩

 

Решая внешнее уравнение фактор-системы, понижаем порядок исходного урав-
нения: 

( ) 1u t C+ =    ⇒   ( )( ) 1xy x y y C′ ′− − + = ,  C∈ℜ . 
Заметим, что полученное уравнение будет допускать оператор X2. 

Пример  5 .  Уравнение 

01)( 2 =′
−

+′+′′ y
xy

yyy  

допускает единственный точечный оператор 
1 0x y yX x y ′′= ∂ + ⋅∂ − ∂  

и альтернативный обобщенный оператор, который не связан множителем ни с 
каким касательным оператором (не имеет вида (32)), 

( ) yyx xyyyX ′
− ∂−′−∂+∂⋅= 1

2 0 , 

т. е. p1 = 0, а )()()1( 2
11

2 PDxyyyyp x≠−′+= −−  ни при какой 
),,(22 yyxPP ′= . Коммутатор этих операторов равен нулю. Их инварианты 

равны 
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∫ −−′= dyyyxu yy ee 1 , yt =1 , xt =2 . 

Вычислим по формуле (34) при 11 =C , 0)( =uc  функцию t: 

∫∫ ==== ||ln||ln
)( 2

2

2

21

2 xt
t
dt

tX
dtt  

и построим фактор-систему 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=

−′= ∫ −

.0
|,|ln

,ee 1

t

yy

u
xt

dyyyxu
 

Решая внешнее уравнение фактор-системы, получаем первый интеграл 

1
1ee Cdyyyx yy =−′ ∫ − . 

Так как первый интеграл записан через общий инвариант u  операторов X1 и X2, 
то он допускает оба этих оператора, в частности, точечный оператор X1, кото-
рый обеспечивает дальнейшее интегрирование: 

ℜ∈+
+

= ∫ ∫ − 212
1

1
,,

e
e||ln CCC

Cdyy
x

y

y

. 

III. Пусть p1 ≠ 0, p2 = 0. Cогласно свойству 1, операторы X1 и X2 не явля-
ются касательными. Покажем, что хотя бы одно из выражений p1 или p2 должно 
оказаться полной производной некоторой функции. Не ограничивая общности, 
будем считать, что 0/ 1 ≠∂∂ tt (так как либо 0/ 1 ≠∂∂ tt , либо 0/ 2 ≠∂∂ tt ). То-
гда второе уравнение системы (19) примет вид 

( ) 22 |)(|ln ptXDx −= . 

Из этого равенства следует, что 2p  является полной производной. Из этого сле-

дует также, что если 2p  не является полной производной, то 0/ 1 =∂∂ tt . Зна-
чит, возможно два случая: либо оба выражения p1 и p2 являются полными про-
изводными, либо только одно из них. 

a) Пусть 1 1( )xp D P=  при некоторой 1 1( , , )P P x y y′= , а 2p  этим свойством 

не обладает. Тогда 1X  имеет вид 
*

1 1( , , )X x y y Xµ ′= ,  1e Pµ −= ,                                     (35) 

где *
1X  – касательный оператор. Как мы только что отметили, в этом случае 

0/ 1 =∂∂ tt . Если искать t  в виде ),( 2 uttt =  ( 0/ 2 ≠∂∂ tt ), то от системы (19) 
останется только первое уравнение, которое примет вид 

( )1 1 1ln | ( ) |х xD X t p D P= − = − . 
Следовательно, 

( ) 1
1 2 1 1( , ) e PX t t u C C µ−= = . 
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Но тогда по теореме 4 коэффициент µ  должен зависеть только от 2t  и u , т. е. 

2 ( ) 0X µ = . 
Это означает, что этот случай можно свести к IIb. Действительно: 
 

* * * *
1 2 1 2 1 2 2 1 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 , , , ( ) ,X X X X X X X X X Xµ µ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = = − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

Тогда *
1 0p = , 2 0p ≠ , p2 не является полной производной. Поэтому имеет место 

формула (34), в которой вместо 1X  нужно подставить *
1X . 

b) Пусть существуют функции 1 1( , , )P P x y y′= , 2 1( , , )P P x y y′= , такие, что 

1 1( )xp D P= , 2 2( )xp D P= . Значит, оба оператора X1 и X2 можно получить из каса-
тельных 

*
1 1 1( , , )X x y y Xµ ′= ,  1

1 e Pµ −= , 
*

2 2 2( , , )X x y y Xµ ′= ,  2
2 e Pµ −= , 

где *
1X , *

2X  – касательные операторы.  Тогда по теореме существуют константы 

1 2,C C ∈ℜ , такие, что 

* * * *
1 2 1 1 2 2

2 2 2 2
,X X C X C X⎡ ⎤ = +⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

Известно, что можно выбрать новый базис * * *
1 1 1 2 2Y a X a X= + , * * *

2 1 1 2 2Y b X b X= + , 

( ℜ∈2121 ,,, bbaa ) так, чтобы было выполнено одно из трех условий: 

* *
1 2
2 2

, 0Y Y⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦
,   * * *

1 2 1
2 2 2

,Y Y Y⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦
,   * * *

1 2 2
2 2 2

,Y Y Y⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

Тогда для операторов Y1 и Y2 по теореме 2 можно подобрать ненулевые коэффи-
циенты 1 1( , , )x y yµ µ ′= , 2 2 ( , , )x y yµ µ ′=  такие, что будет выполнено соответст-
венно: 

0,
2

*
2

2

*
1 =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ YY ,  0,

2

*
2

2

*
11 =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡µ YY ,   0,

2

*
22

2

*
1 =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ µ YY . 

 
Значит, случай IIIb сводится:  

– к случаю I (при выполнении первого соотношения); 
– к случаю II (при выполнении  второго и третьего соотношений). 

Все варианты, образующиеся при рассмотрении пары операторов 1X  и 

2X , удовлетворяющей условию (12), можно свести в следующую таблицу. 
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№ 1X  2X  Формула для t  или  
способ сведения к известным случаям 

I *
1X  *

2X  2 1
1 2

1 2 2 1

( )
( ) ( )

dt dtt C C c u
X t X t

= + +∫ ∫ , 2 2
1 2 0C C+ ≠  

IIa 
*
1X  *

2 2Xµ  
*
1 2( ) 0X µ =  

* *
1 2

2 2
, 0X X⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦

 ⇒  случай I для *
1X и *

2X  

*
1X  *

2 2Xµ  
*
1 2( ) 0X µ ≠  IIb 

*
1X  2X  

2
1 1

1 2

( ), 0
( )

dtt C c u C
X t

= + ≠∫  

III *
1 1Xµ  *

2 2Xµ  

* * *
1 1 1 2 2Y a X a X= + , * * *

2 1 1 2 2Y b X b X= + , 1 2 1 2, , ,a a b b ∈ℜ  

1) * *
1 2
2 2

, 0Y Y⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦
 ⇒  случай I для *

1Y и *
2Y  

2) * *
1 1 2

2 2
, 0Y Yµ⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦

⇒ случай IIa (IIb) для *
2Y и *

1 1Yµ  

3) * *
1 2 2
2 2

, 0Y Yµ⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦
⇒ случай IIa (IIb) для *

1Y и *
2 2Yµ  

 
Замечание. Знак звездочка (*) означает, что оператор является касатель-

ным, если ее нет, то оператор – собственно альтернативный обобщенный опера-
тор (не является  касательным с некоторым функциональным множителем). Ко-
эффициенты  ),,(11 yyx ′µ=µ ,  ),,(22 yyx ′µ=µ , const, 21 ≠µµ . 

Из приведенной таблицы видно, что внешнее уравнение фактор-системы 
можно сделать автономным, если хотя бы один из операторов 1X  и 2X   являет-
ся либо касательным, либо касательным с некоторым функциональным множи-
телем, причем если один из операторов представляет собой собственно альтер-
нативный обобщенный оператор, то второй может быть только касательным. 

Таким образом, введение понятия альтернативного обобщенного операто-
ра позволяет с единых позиций описать процедуру понижения порядка и интег-
рирования уравнений второго порядка при наличии двумерной подалгебры опе-
раторов. Полученные результаты полностью согласуются с классическими ре-
зультатами, изложенными в [2], и обобщают метод редукции уравнения в слу-
чае, когда допускаются альтернативные обобщенные операторы. Аналогичный 
подход применим для уравнений любого порядка и при наличии допускаемых 
подалгебр более высоких размерностей. 
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