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О ПРОБЛЕМЕ НОРМИРУЕМОСТИ БУЛЕВЫХ АЛГЕБР 

 
Рассматриваются вопросы, связанные с существованием меры на полной булевой ал-

гебре. Доказано, что на регулярные булевы алгебры допускают полумеру. Приведен при-

мер, показывающий, что не всякая регулярная булева алгебра является нормируемой. 

 

Ключевые слова: булева алгебра, регулярная булева алгебра, мера, нормируемость, 
полунормируемость. 
 

Yu. Lovyagin 

 

ON THE PROBLEM OF MEASURABLIZABILITY OF BOOLEAN ALGEBRAS 
 

This paper discusses the issues related to the existence of measures on a complete Boolean al-

gebra. It is argued that for regular Boolean algebras half-measures are possible. An example is 

given showing that not every regular Boolean algebra is measurable. 

 

Keywords: Boolean algebra, regular Boolean algebra, the measure, measurable Boolean alge-
bra, seminormativity. 
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1. Основные понятия. 
1.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Под булевой алгеброй будем понимать алгебраическую струк-

туру, которая в рамках теории множеств Цермело — Френкеля является моделью некоторой 
системы аксиом. Точнее, пусть L  — язык исчисления предикатов первого порядка с 
равенством, сигнатура которого содержит символы для двухместного предиката равен-
ства =, двухместного предиката «меньше» ≤ , констант 0,1 , бинарных функциональных 

символов ,∨ ∧ , унарного функционального символа ' . Аксиомы теории булевых алгебр 
включают аксиомы равенства, согласования с равенством, аксиомы порядка и специ-
альные аксиомы: 
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Мы не заботимся о независимости приведенного списка аксиом. Вся терминология, 

касающаяся булевых алгебр и функций на них, восходит к [3]. 
1.2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Булева алгебра A  называется полной, если для каждого под-

множества AE ⊂ существует наименьший элемент Ae∈  такой, что для всех exAx ≤∈ . 

Элемент e  называется супремумом множества E  и обозначается supremumE . 
Двойственным образом (с заменой неравенств на противоположные) определяется 

инфимум — infimumE . 
Не умаляя общности, в дальнейшем рассматриваем только полные булевы алгебры. 

Для краткости вместо «полная булева алгебра» будем писать пба. 
Будем рассматривать различные функции, определенные на пба A . 
1.3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Функция : Aµ →ℜназывается 
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аддитивной, если ( ) ( ) ( )( )0x y x y = x y = x + y ;µ µ µ∀ ∀ ∧ ⊃ ∨  

положительной, если ( )( )0x x ;µ∀ ≥  

существенно положительной (мы будем использовать сокращение сп), если она по-
ложительна и ( )( )0 0x x = x = ;µ∀ ⊃  

квазимерой (сокращенно км), если она положительная и аддитивная. 
1.4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пба A  называется алгеброй счетного типа — баст, если любое 

подмножество AE ⊂ , обладающее свойством 0=yx ∧ для всех Eyx, ∈ , является не бо-
лее чем счетным. 

1.5. ТЕОРЕМА. Если на пба A существует спкм функция, то A  — баст. 
Доказательство этого и других утверждений этого раздела можно найти в работах [3, 9]. 

1.6. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Рассмотрим обобщенную последовательность ( )xα  элемен-

тов пба A . Если существуют обобщенные последовательности ( ) ( )y , z Aα α ⊂  такие, 

что при всех y x zα α αα ≤ ≤ , при этом βαβαβα zzyy ≥≤⊃≤ &  и { }supremum y =α

{ }= infimum z = x Aα ∈ , то последовательность ( )xα  называется ( )o -сходящейся к элементу 

x . Факт ( )o -сходимости обозначается ( )o
x xα → . Элемент x  называется ( )o -пределом и 

обозначается ( )x = o lim xα− . 

Отметим, что ( )o -сходимость в баст может быть определена в терминах «обычных» 
последовательностей. 

1.7. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Баст называется регулярной, если она полна и в ней выполнен 
принцип диагонали: для любой последовательности nmx  такой, что при любом 

( )
m

o

nm xxm → и ( ) xx o

m →  существует «диагональная последовательность» ( ) xx o

n
nm → . 

1.8. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Функция µ, заданная на пба А, называется ( )o -непрерывной, 

если из ( )o
x xα → следует ( ) ( )x xαµ µ→ . 

1.9. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Мерой на пба называется ( )o -непрерывная спкм. Пба А, на ко-
торой существует мера, называется нормированной. Если на некоторой пба можно задать 
меру, то эта алгебра называется нормируемой. 

Отметим, что нормированная алгебра — это алгебра с некоторой фиксированной ме-
рой, в то время как нормируемость означает лишь возможность указать на алгебре некото-
рую меру. 

1.10. ТЕОРЕМА. Всякая нормируемая пба регулярна. 
Близким к понятию меры является понятие внешней меры. 
1.11. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Функция µ  на пба A  называется полуаддитивной, если для 

любых ( ) ( ) ( )x, y A x y x + yµ µ µ∈ ∨ ≤ . 

1.12. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Положительная полуаддитивная функция называется внешней 
квазимерой (вкм). 

1.13. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Сп ( )o -непрерывная вкм называется внешней мерой (вм) или 
полумерой. Пба с фиксированной вм называется полунормированной. Пба, на которой 
можно задать некоторую полумеру, называется полунормируемой. 
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Отметим, что всякая мера является и вм. Следовательно, класс нормируемых пба яв-
ляется подклассом всех полунормируемых пба, который, в свою очередь, является под-
классом класса регулярных булевых алгебр. Относительно соотношения между принципом 
диагонали и счетностью типа пба известно [4], что из гипотезы континуума следует, что 
принцип диагонали обеспечивает счетность типа. Взаимоотношению между этими тремя 
классами и посвящена настоящая работа. 

Известно, что наперед заданная булева алгебра не обязана быть нормируемой. Воз-
никает естественный вопрос об условиях, гарантирующих возможность задать на булевой 
алгебре нетривиальную меру. В работе [14] были приведены необходимые и достаточные 
условия нормируемости булевой алгебры. Там же поставлен вопрос, известный ныне как 
проблема Д. Магарам, о существовании меры на полунормированной булевой алгебре. В 
этом направлении отметим работы [1, 2, 7, 8, 10, 12]. Необходимые и достаточные условия 
нормируемости приведены в работе [11]. Для регулярных булевых алгебр вопрос сущест-
вования меры решается проще. В частности, А. Г. Пинскером [4] доказано, что для норми-
руемости регулярной булевой алгебры достаточно существования на ней существенно по-
ложительной квазимеры. Последняя проблема оказалась, однако, не менее сложной, ибо Х. 
Гайфман [13] построил пример булевой алгебры счетного типа, на которой нет ни одной 
существенно положительной квазимеры. Таким образом, класс пба, допускающих спкм, 
является нетривиальным. С другой стороны, гипотеза о нормируемости всякой регулярной 
булевой алгебры сильнее в рамках ZFC гипотезы М. Я. Суслина [14]. 

Имеет место важный результат, показывающий, что на всякой пба имеется достаточ-
ное множество км. 

1.14. ТЕОРЕМА. Пусть A  — пба, 0>a  — вещественное число, Ax∈ . Тогда суще-
ствует км µ такая, что ( )x = aµ . 

1.15. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Множество Φ квазимер на пба A  назовем достаточным, если 
для любого Ax∈  существует км µ Φ∈ такая, что ( )0 0x >µ . 

Не умаляя общности, можно считать, что на каждой пба A  задано достаточное мно-
жество Φ  км наименьшей возможной мощности и такое, что множество { }\Φ µ  не являет-

ся достаточным для любой км µ Φ∈ . 
1.16. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Выделенное выше «минимальное» достаточное множество км 

будем называть порождающим. 
1.17. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть { }

IiiA ∈  — некоторое множество пба. Декартово произ-

ведение этого множества с покоординатными алгебраическими операциями, равенством и 
порядком называется (полным) соединением семейства пба { }

IiiA ∈ и обозначается i

i I

A
∈
∑ . 

Счетным соединением семейства пба { }
IiiA ∈ называется подалгебра Aσ полного соедине-

ния такая, что x Aσ∈ тогда и только тогда, когда лишь не более чем счетное количество 

координат x отлично от нуля. 
 
2. Булевы алгебры с достаточным числом непрерывных квазимер. 
2.1. ТЕОРЕМА. Пусть A  — пба. Тогда существует множество пба с спкм { }

IiiA ∈  та-

кое, что A  изоморфно вкладывается в∑
∈Ii

iA . 
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Доказательство. Пусть Φ  — порождающее множество км на A . Рассмотрим фактор-
алгебру ( )1A A / 0φ φ −=  и положим ( )1 0= /φµ φ φ − . Ясно, что φµ  является спкм на ба Aφ . 

Положим A = AΦ φ
φ Φ∈
∑ . Рассмотрим теперь функцию :f A Aφ→ , определенную правилом 

( )( ) ( )f x = pr xφφ
, где prφ  — естественная проекция на фактор-алгебру. В силу покоорди-

натного определения функции и операций f является гомоморфизмом. Если же ( ) 0=xf , 

то ( ) 0x =φ  для всех φ Φ∈ . Отсюда в силу достаточности Φ  следует, что 0=x . Таким об-

разом, функция f является мономорфизмом, что и завершает доказательство теоремы. 

Заметим, что некоторые из алгебр Aφ могут быть тривиальными. Однако, как по-

казывает следующий результат, если км φ  ( )o -непрерывна, то все фактор-алгебры не-
тривиальны. 

Пусть µ — ( )o -непрерывная км на пба А. Положим A 0,a 'µ µ =   , где αµ =                

= supremum µ-1(0). В силу ( )o -непрерывности км αµ < 1. Таким образом, Aµ  является ком-

понентой существенной положительности км µ. Следовательно, сужение µ на µA  является 

мерой. 
Пусть теперь у пба A все км из порождающего множества Φ  ( )o -непрерывны. Тогда 

для каждого Az∈  существует ( )o -непрерывная км µ Φ∈ такая, что ( ) 0z >µ . Положим 

b = a zµ ∧ . Тогда [ ] [ ]zb 0,0, ⊂  и сужение µ  на сегмент [ ]b0,  является ( )o -непрерывной км. 

Теперь, согласно принципу исчерпывания [3, с. 112], компоненты )( Φ∈µµA  обра-

зуют разложение пба A . 
Суммируя сказанное, получаем, что доказана 
2.2. ТЕОРЕМА. Всякая пба, в которой все км из некоторого порождающего множест-

ва ( )o -непрерывны, изоморфна соединению нормированных булевых алгебр. 

2.3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пба, обладающую порождающим множеством ( )o -непрерыв-

ных км, назовем булевой алгеброй с достаточным числом ( )o -непрерывных км. 

2.4. ТЕОРЕМА. Класс пба с достаточным числом ( )o -непрерывных км совпадает с 
классом соединений нормированных пба. 

Доказательство. То, что всякая пба с достаточным числом ( )o -непрерывных км рас-
кладывается в соединение нормированных, показывает включение в одну сторону. Дока-
жем противоположное. Пусть ∑

∈Ii

iA=A и на каждой пба { }
IiiA ∈ имеется мера iµ . Ясно, что 

продолжение (хотя бы и нулем) iµ на всю алгебру A  является )(o -непрерывной км. С дру-

гой стороны, если 0>a , то 0>ua i∧  для каждой единицы i iu A .∈  Так как 

ia = supremuma u ,∧  существует такой элемент iu ,  что ( ) 0u
i

a >µ , ибо в противном случае 

для всех ( ) 0i ii I a u =µ∈ ∧  и, следовательно, 0=a . Теорема доказана. 

Обзор некоторых свойств булевых алгебр с достаточным числом ( )o -непрерывных 
км имеется в [5]. Там же отмечена связь таких алгебр с нормируемыми. Точнее, такая ал-
гебра в подходящей булевозначной модели теории множеств представляется нормируемой 
булевой алгеброй. 
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3. Погружение регулярной булевой алгебры в соединение нормируемых. 
Следующее утверждение доказано в работе [3, с. 237]. 
3.1. ТЕОРЕМА. Пусть A  — пба с спкм µ . Тогда существует пба с мерой ν такая, что 

1) A  — подалгебра A ; для любого Bb∈  существует последовательность ( )nx  эле-

ментов A  такая, что ( ) bx o

n → ; 

2) диаграмма 
 

 A             in                  B  
 
 

µ                               ν  
 

ℜ  
 

где in  — естественное вложение подалгебры, коммутативна, то есть in =ν µ� . 

Пусть теперь A  — пба, Φ  — порождающее множество км. Пусть { }i i I
=Φ µ

∈
. Обо-

значим 
iA  соответствующую алгебру с спкм из теоремы 2.1. Построим булеву алгебру 

iB  

с мерой iµ . Положим ∑
∈

=
Ii

iBB . Легко понять, что ∑
∈Ii

iA  является подалгеброй В. Следо-

вательно, пба с точностью до изоморфизма является подалгеброй соединения нормирован-
ных алгебр. 

Таким образом, справедлива 
3.2. ТЕОРЕМА. Всякая пба A  является подалгеброй полного соединения нормиро-

ванных алгебр. При этом если A  — баст, то она является подалгеброй счетного соедине-
ния нормированных. 

Доказательство. Осталось доказать только вторую часть утверждения. Пусть A  — 
баст. Тогда для каждого Aa∈ существует не более чем счетное количество компонент iB , 

для которых проекция a на iB нетривиальна. 

3.3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть A  — подалгебра пба B . Говорят, что A  — правильная 
подалгебра, если для любого множества  AE ⊂  из существования 

infimumE=bsupremumE,=a , вычисленных в A , следует, что существуют 

infimumE=bsupremumE,=a
~~ , вычисленные в B и b=b&a=a

~~ . 

3.4. ТЕОРЕМА. Правильная подалгебра регулярной булевой алгебры является регу-
лярной. 

Доказательство. Счетность типа подалгебры очевидна. Факт совпадения точных 
граней, вычисленных в подалгебре, и объемлющей алгебры для подмножеств гарантирует, 
что для любой последовательности Axn ∈ существование ( )o -предела влечет существова-

ние ( )o -предела в объемлющей алгебре и совпадения обоих значений. Отсюда следует вы-
полнение принципа диагонали. 

3.5. ТЕОРЕМА. Счетное соединение регулярных алгебр является регулярной булевой 
алгеброй. 

Доказательство. Очевидно, что счетное соединение баст является баст. 
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Рассмотрим счетное соединение счетного множества регулярных булевых алгебр — 

∑
∞

=

=
1i

iAA . Обозначим через iP  естественную проекцию A  на i -й сомножитель. Так как 

очевидно, что ( )o -сходимость в A  является покоординатной, то есть ( ) xx o

n →  равносиль-

но условию ( ) ( ) ( )xPxP o

ni →  для всех i , выполнение принципа диагонали получается из 

следующего рассуждения. 
Пусть ( ) ( ) xx,xx o

nn

o

nm →→ в A . Это равносильно тому, что при всех 1, 2,i = …  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xPxP,xPxP i

o

nini

o

nmi →→ . Поскольку всякая алгебра iA  регулярна, существует 

диагональная последовательность i
n

nm Aix ∈  такая, что ( ) io

n
nm xix → для каждого 

1, 2, .i = …  Ясно, что ( )
n

nmi
n

nm xP=ix . С другой стороны, положив isupremumx=x , полу-

чим, что ( ) ( )xPixP i

o

n
nmi →




 , что дает принцип диагонали в A . 

Если теперь A  — счетное соединение произвольного множества регулярных алгебр, 
то для любого счетного множества AE ⊂  существует не более чем счетное множество I  
такое, что при Ee∈ ( ) { }0,≠ePi  тогда и только тогда, когда i I .∈  Тогда ясно, что полное 

соединение счетного множества регулярных алгебр ∑
∈Ii

iA , с одной стороны, изоморфно А, 

а с другой — является правильной подалгеброй исходного счетного соединения. Таким 
образом, A  является регулярной. 

Подробное обсуждение этого утверждения имеется в работе [6]. Отметим, что поня-
тие регулярности введено А. Г. Пинскером для векторных решеток. Им же рассматрива-
лись К-пространства с достаточным числом ( )o -непрерывных функционалов [4, с. 416]. 
Аналог теоремы 3.5 для регулярных К-пространств имеется в [4, с. 179]. 

3.6. ТЕОРЕМА. Всякая регулярная булева алгебра с точностью до изоморфизма яв-
ляется правильной подалгеброй счетного соединения нормированных алгебр. 

Доказательство. Пусть A  — регулярная булева алгебра. Согласно теореме 3.2 она 
является подалгеброй счетного соединения нормированных булевых алгебр. Так как вся-
кая нормируемая алгебра регулярна, по теореме 3.5 отсюда следует, что A является подал-
геброй регулярной алгебры. 

Таким образом, для завершения доказательства теоремы нужно следующее утвер-
ждение: 

Пусть A , B  — регулярные булевы алгебры. Пусть, далее, A  является подалгеброй 
пба A . Тогда A  — правильная подалгебра B . 

Для доказательства рассмотрим произвольное подмножество AE ⊂  и пусть 
supremumE=a , вычисленный в A , supremumE=b , вычисленный в B . Отметим, что 

существование точных граней обеспечено полнотой регулярных алгебр. В общем слу-
чае ba ≥ . 

Предположим, что a > b. Легко понять, что существуют такие последовательности 
EbE,a mn ∈∈ , что ( ) ( ) bba,a o

m

o

n →→ . Положим mnnm ba=x ∨ . Тогда при каждом n  

имеет место соотношение ( ) ax o

nm → . Выделяя теперь диагональную последовательность, 
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получаем, что ( ) amx o

m
n → . Но так как Emx

m
n ∈ , bmx

m
n ≤ и, следовательно, ba ≤ . Полу-

ченное противоречие и доказывает теорему. 
Приведенные результаты показывают, что класс регулярных булевых алгебр совпа-

дает с классом счетных соединений нормированных булевых алгебр. 
 
4. Гайфмановы алгебры. 
4.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Полную булеву алгебруΗ назовем гайфмановой алгеброй, ес-

ли на ней не существует ни одной спкм. 
Очевидно следующее утверждение: 
4.2. ТЕОРЕМА. Если пба A содержит гайфманову подалгебру Н, то она сама является 

гайфмановой. 
Доказательство сразу получается из того факта, что сужение спкм на любую подал-

гебру является спкм. 
Рассмотрим теперь в гайфмановой алгебре Η порождающее семейство км { }:i i Iµ ∈  

и ∑
∈Ii

iA=A  — соединение соответствующих алгебр с мерой, полученных из алгебр с спкм 

путем пополнения их до нормированных алгебр (теорема 3.2). Так как каждая нормиро-
ванная булева алгебра регулярна, алгебра A является регулярной гайфмановой алгеброй 
(теоремы 3.5, 3.6, 4.2). 

Пусть теперь имеется несчетное семейство { }:ξΗ ξ Ξ∈  гайфмановых алгебр. Пусть 

i

i I

= Aξ ξ
ξ

Η
∈
∑ , где iA

ξ
 — нормируемая булева алгебра. Рассмотрим Ω  — счетное соеди-

нение алгебр iA
ξ

. Так как для каждого ξ Ξ∈ алгебра ξΗ является подалгеброй Ω , имеет 

место 
4.3. ТЕОРЕМА. Существует регулярная ненормируемая булева алгебра. 
 
5. Существование полумеры. 
5.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Функция φ  на булевой алгебре B  называется изотонной, если 

( ) ( )( )x y x y x yφ φ∀ ∀ ≤ ⊃ ≤ . 

Пусть A  — счетное соединение нормированных булевых алгебр { }IiAi ∈:  с мерой 

iµ соответственно. В общем случае предполагается, что множество I  несчетно и все пба 

iA  попарно неизоморфны. 

Для каждого Ax∈  положим ( ) ( ){ }:i ix = supremum x i Iν µ ∈ . 

5.2. ТЕОРЕМА. Функция ν является существенно положительной, изотонной и полу-
аддитивной. 

Доказательство. Существенная положительность и изотонность очевидны. Проверим 

полуаддитивность. Действительно, ( ) ( ){ } ( ){ }i i y i i
i

x y = supremum x supremum x +ν µ µ∨∨ ≤

( ){ } ( ) ( )i isupremum y = x + yµ ν ν+ . 
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5.3. ТЕОРЕМА. Пусть φ — полумера на пба B . Пусть, далее, ряд ( )
0

n

k=

x <φ
∞

∞∑ для не-

которой последовательности Bxn ∈ . Тогда ( ) 0o

nx → . 

Доказательство. Обозначим i+mm,=i,=mn xsupremuminfimum=x …… 1,1,2 . 

Имеем ( ) ( )1,

m+k

i=m,m+ ,m+k i i i

i=m i=m

supremum x x xφ φ
∞

… ≤ ≤∑ ∑ . В силу ( )o -непрерывности φ от-

сюда следует, что ( ) ( )i m i i

i=m

supremum x xφ φ
∞

≥ ≤∑ . В силу сходимости ряда правая часть по-

следнего неравенства стремится к нулю. 

Следовательно, ( ) ( )1,20 0m= , i i

i=m

infimum x x =φ φ
∞

≤ ≤∑⋯
. В силу существенной положи-

тельности полумеры отсюда получается, что 0=xi . Теперь легко понять, что ( ) 0o

ix → . 

Следствие. Пусть ϕ  — полумера на пба B . Пусть, далее, ( ) 0nxϕ →  для некоторой 

последовательности Bxn ∈ . Тогда существует подпоследовательность ( ) 0o

k
nx → . 

Определим, далее, ( ) ( ){ }:a = infimum x a x , a Aθ ν ≤ ∈ . 

5.4. ТЕОРЕМА. Функция θ  является полумерой на пба A . 
Доказательство. 

1. Ясно, что функция и  изотонна. 
2. Очевидно, что ( ) ( )( )a a aθ ν∀ ≤ . 

3. Пусть bac ∨=  и 0,> x, y Aε ∈ таковы, что 
 

( ) ( ) ( ) ( )
a x, b y;

x < a + , y < b + .ν θ ε ν θ ε

≤ ≤
 

 

Тогда ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2x y x + y < a + b +ν ν ν θ θ ε∨ ≤ . Переходя в этом неравенстве к точ-

ной нижней грани, получаем, что ( ) ( ) ( ) 2a b a + b +θ θ θ ε∨ ≤ , что в силу произвольности ε  

дает полуаддитивность функции θ . 

4. Пусть теперь ( ) xx o

n →  в A . Тогда для каждого уIi∈ , где уI  — некоторое не более 

чем счетное подмножество I имеет место ( ) ( ) ( )o
i i n i ix xµ µ→  в силу непрерывности меры µi. 

Для уIi∉ все координаты как членов последовательности nx ,  так и ее предела равны нулю. 

Поэтому ( ) ( ) ( ) ( )n nx x x xθ θ ν ν− ≤ − ≤ ( ){ } ( ){ } 0i i n i isupremum x supremum xµ µ− → , что 

означает ( )o -непрерывность функции θ . 

Докажем теперь существенную положительность θ . 
Пусть ( ) 0a =θ . Предположим, что 0≠a . Тогда существует такая последователь-

ность Axn ∈ , что axn ≥  и 0.nxν →  
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Имеем ( ) ( ){ }:n i i nx = supremum x i Iσν µ ∈ . Не умаляя общности, можно считать, что 

рассматривается не более чем счетное множество индексов Iσ , для которых все координа-

ты отличны от нуля. Тогда получается, что некоторая двойная последовательность ini ax ≥  

обладает свойством ( ) ( )0i nx nν → →∞ . 

Согласно следствию к теореме 5.3 существует подпоследовательность ( )
i

o

k
ni px → , 

при этом, так как i
k

ni ax ≥ , 0>ap ii ≥ . 

Так как ( )i n
k

x oν → , ( ) 0i i n
k

xµ → . С другой стороны, в силу ( )o -непрерывности меры 

( ) ( )i i n i i
k

x pµ µ→  и, следовательно, 0=pi для всех i Iσ∈ . Отсюда получается, что при всех 

0=pIi i∈ . Теперь ясно, что 0=a . Полученное противоречие и доказывает теорему. 

Суммируя приведенные выше результаты, получаем, что справедлива 
5.5. ТЕОРЕМА. Каждая регулярная булева алгебра полунормируема. 
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АНАЛОГИ ВАРИАЦИОННЫХ СИММЕТРИЙ 

ОДУ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 
 

Обсуждается задача поиска симметрий уравнений третьего порядка, аналогичных ва-

риационным симметриям. Решены четыре обратные задачи. 

 

Ключевые слова: обратная задача, дифференциальное уравнение третьего порядка, ав-
тономный первый интеграл, вариационная симметрия. 
 

V. Zaitsev, Hoang Ngu Huan 

 

ANALOGUES OF VARIATIONAL SYMMETRY OF THIRD ORDER ODE 
 

The issue searching for “variation” symmetries of 3d-order ODEs is discussed. Four inverse 

problems have been solved. 

 

Keywords: Inverse problem, 3d-order differential equation, autonomous first integral, varia-
tional symmetry. 
 
Известно, что среди симметрий обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) 

особое место занимают вариационные, или нетеровы, в случае когда лагранжиан инва-
риантен относительно группы симметрии соответствующего уравнения Эйлера. Термины, 
которыми мы определили этот тип симметрии, более присущи механике и вариационному 
исчислению, но не теории ОДУ. И если нас интересует способ интегрирования уравнения, 
а не поиск экстремалей, то и нет необходимости использовать гамильтонов формализм. 
Более того, надо абстрагироваться от привычных представлений о том, что свойства ва-


