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N. Rozov 
 

BUFFERNESS PHENOMENON IN THE MATHEMATICAL MODELS 
OF SCIENSE AND TECHNOLOGY 

 
A mathematical model of the distributed van der Pol generator is under con-

sideration. The model is described by the linear system of telegraph equations 
with non-linearity in one of the boundary conditions; the parameters of the model 
represent physical properties of the generator. The bufferness phenomenon ap-
pears in the model under consideration, i.e. simultaneous existence of any a pri-
ori defined finite number of stable time-periodic solutions of the considered 
boundary value problem is discovered under the appropriate choice of parameter 
values. 
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ГЛАВНЫЙ ИНВАРИАНТ 
ДЛЯ ПОДСЕТОЧНЫХ МОДЕЛЕЙ ТУРБУЛЕНТНОСТИ 

 
На основе упрощенного анализа уравнений для мелкомасштабных ком-

понент скоростей турбулентного потока несжимаемой жидкости и сооб-
ражений размерности получено новое выражение для подсеточного коэф-
фициента турбулентной вязкости. Это выражение в отличие от 
известной модели Смагоринского определяется некоторым инвариантом 
тензора градиента крупномасштабной скорости, который явно содержит 
завихренность крупномасштабной скорости движения, что приводит к 
уменьшению коэффициента турбулентной вязкости. 

 
Введение 
 

Подсеточное моделирование было введено как попытка преодолеть труд-
ности прямого численного моделирования развитой турбулентности на основе 
исходных уравнений Навье—Стокса, поскольку современным компьютерам 
не хватает быстродействия для расчета динамики вихрей [1]. В подсеточных 
моделях выбирают некоторый масштаб h — шаг разностной сетки по про-
странству — и рассматривают вихри, диаметр которых превосходит h. Из-за 
нелинейности уравнений Навье—Стокса, описывающих движение несжимае-
мой жидкости, возникают существенные трудности. В уравнения, описываю-
щие крупные вихри, входят подсеточные напряжения Рейнольдса, которые 
определяются скоростями мелкомасштабных вихрей, чей диаметр меньше, 
чем h. Подсеточные напряжения Рейнольдса зависят от масштаба h и градиен-
тов (и/или более высоких производных) скоростей больших вихрей и описы-
вают переход энергии от крупных вихрей к более мелким и с последующим 
переходом в тепло. Масштаб h не должен превышать диаметра энергосодер-
жащих вихрей [2]. В идеальном случае выражение для подсеточных напряже-
ний Рейнольдса желательно выводить аналитически из уравнений для скоро-
стей мелкомасштабных вихрей с последующим осреднением произведения 
компонент мелкомасштабной скорости, которое определяет напряжения Рей-
нольдса, по объему кубической ячейки с длиной ребра h. В этом случае подсе-
точное моделирование было бы свободно от эмпирических констант, и такую 
модель можно было бы применять для всех типов течений, включая внутрен-
ние течения, свободную турбулентность, ламинарно-турбулентный переход. К 
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настоящему моменту исследователи далеки от решения этой задачи. Различ-
ные подходы к подсеточному моделированию отражены, например, в работе 
[3]. Простейшей и наиболее используемой параметризацией является сле-
дующее выражение Смагоринского для подсеточного коэффициента турбу-
лентной вязкости tν  [4], ,2Scht =ν  величина которого определяет напряжения 
Рейнольдса, где c  — некоторая константа, h — шаг разностной сетки по про-
странству при дискретизации уравнений гидродинамики, S  — инвариант тен-
зора деформации крупномасштабной скорости: 

 

jiij SSS 2= , )(2
1

ijjiij UUS ∂+∂= , 

 

где )3,2,1( =iU i  — компонента крупномасштабной скорости. В действи-
тельности коэффициент турбулентной вязкости может зависеть и от анти-
симметричной части )(2

1
ijjiij UU ∂−∂=Ω  тензора градиента скорости. Име-

ется простая связь этой антисимметричной части с завихренностью 
крупномасштабного движения iΩ  Urot=Ω( ): jkijki Ω=Ω ε2 , где ε ijk

 —  тензор 

Леви—Чевитта. В работе [5] показано, что всего для несжимаемой жидкости 
имеется пять независимых инвариантов симметричной и антисимметричной 
части тензора градиента деформации крупномасштабной скорости: 

 

}{},{},{},{},{ 222322 SSSS ΩΩΩ TrTrTrTrTr , 
 

где Tr  — след матрицы. Получить зависимость коэффициента турбулентной 
вязкости от этих пяти инвариантов эмпирическим путем весьма затрудни-
тельно [6]. 

Зная коэффициент турбулентной вязкости как функцию производных 
крупномасштабной скорости, можно определить подсеточные напряжения 
Рейнольдса и тем самым получить замкнутое описание динамики крупномас-
штабных вихрей. 

 
Вывод выражения для коэффициента подсеточной турбулентной вяз-

кости из упрощенного уравнения для мелкомасштабной скорости и сооб-
ражений размерности 

 

Покажем, что исходя из максимально упрощенной теории устойчивости 
имеется единый основной инвариант, который и должен определять подсе-
точный коэффициент турбулентной вязкости. Если сделать предположение, 
что крупномасштабную скорость и ее тензор градиента можно считать посто-
янными при рассмотрении динамики мелкомасштабной компоненты скорости 
[7], т. е. отказаться от широко используемого предположения Праудмена—
Бэтчелора (Proudman—Batchelor) [8] о линейности крупномасштабной или 
средней скорости (что дает вклад в спектр скорости мелкомасштабных вих-
рей), то уравнение для Фурье-компонент мелкомасштабной скорости будет 
иметь следующий вид [9]: 

 

       ),(),(),()(),()( 2
2 tuUPtutuPtuk mm

p

i
t kpkpkk βαβγβαβγαν ∂+−−=+∂ ∑ , (1) 

 

где αβγαγβαβγδ PkPkPkkkP jiijij +=−= ,/ 2 , индексы в этих формулах пробегают 
значения 1, 2, 3 (здесь и всюду по тексту по повторяющимся индексам подра-
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зумевается суммирование). Если жидкость или газ для простоты считать не-
сжимаемыми 0=iiuk , то можно трансформировать уравнение (1) к двум неза-
висимым компонентам мелкомасштабной скорости, направленным вдоль еди-
ничных векторов 1

jε  и 2
jε  (j = 1, 2, 3), ортогональным вектору k, как это было 

сделано для изотропной турбулентности в отсутствие градиентов крупномас-
штабной скорости dU  [10]: 

 

               ),,(),(),()(
,,

2 tutuuatuk
kqpqp

t qpk βαγαβµγµγν ∑
=+

Φ+=+∂  (2) 

 

где ),()()(),,(, qpkqpk βαγγαβµγγµ εεεεε mjjmjmmj ikUa −=Φ∂=  верхние индексы пробе-
гают значения 1, 2, а нижние — значения 1, 2, 3. 

Входящие в эти формулы вектора имеют следующие декартовы компонен-
ты, выраженные через углы Эйлера [10]:  

 

)sin,cossin,coscos( ηηθηθ kkk=k , 
 

где ,/sin,/cos "
2

"
1 kkkk == θθ  .,/sin,/cos 2

2
2

1
"

3
" kkkkkkk +=== ηη  

 
Если выбрать единичный вектор ),0,sin,(cos θθ=e  тогда единичный век-

тор )(1 kε  определяется соотношением 
 

|,|/1 keke ××=ε  
или 

)0,cos,(sin1 θθε −= , 
 

а единичный вектор )(2 kε  определяется соотношением 
 

|,|/)( 112 εεε ××= kkk  
или 

).cos,sinsin,sin(cos2 ηηθηθε −=  
 

При инверсии вектора k  справедливы соотношения 
 

).()(),()( 2211 kkkk −=−−= εεεε  
 

Верно соотношение k/21 k=×εε . Связь обычных Фурье-компонент мел-
комасштабной скорости с ее поляризационными компонентами выражается 
соотношением 

 

                                       ),()(),( tutu ii kkk µµε= , (3) 
причем 

                     ,0=⋅ µεk  µλ
λµ δεε =⋅ )()( kk ,  )()()( kkk ijji P=µµ εε . (4) 

 

С помощью замены переменных ,Bvu =  где матрица B  составлена из соб-
ственных векторов матрицы }{ αβa=A , можно привести матрицу A  к диаго-
нальной форме (в общем случае к жордановой матрице) [11], а само уравне-
ние для поляризационных компонент мелкомасштабной скорости примет вид 

 

                 ,)()()()( 12
,

βαγαβλγµλµλν BvBvBvJvkt ∑Φ+=+∂ −  (5) 
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где λµJ  — элемент диагональной матрицы, на диагонали которой стоят соб-
ственные числа матрицы A : 1λ  и 2λ , которые определяются как 
 

                                                  ,
42

2

2,1 QPP
−±=λ  (6) 

 

где P = jmmjjmmj UU ∂+∂ 2211 εεεε , 
 

))(())(( 12212211
ljjljmmjlppljmmj UUUUQ ∂∂−∂∂= εεεεεεεε . 

 

Если разложить dU  на симметричную и антисимметричную части 
jmjmjm SU Ω+=∂  и ввести единичный вектор n c компонентами kkn ii /= , то, 

используя свойства векторов λε  и условие несжимаемости, можно выражения 
для P  и Q  упростить: 

 

                                                     ,ijji SnnP −=  (7) 
 

                   .)()())(( 2
4
12212211 Ω⋅+−= nmjmjlpplmjmj SSSQ εεεεεε  (8) 

 

Покажем, что в действительности величина Q  определяется непосредст-
венно ориентацией вектора k  (или единичным вектором ),n  исключив вспо-
могательные вектора λε : 

 

2
4
1212121 )()( Ω⋅+−= nlpmjpjmllm SSQ εεεεεε . 

 

Введем антисимметричный тензор 2121
mllmml εεεετ −= . Выписав члены в Q , 

отличные от 0 с lm ≠ , получим после очевидных преобразований 
 

2
4
1

322331132112 )()( Ω⋅+++= njppjpjpj SSSSSSQ ττττ . 
 

Нетрудно убедиться, что ,312 n=τ  123 n=τ , 213 n−=τ . Поэтому 
 

−+−+−+−= 13232132233322
2
131133311

2
221122211

2
3 (2)()()( SSnnSSSSnSSSSnSSSSnQ

 .)()(2)(2) 2
4
1

231113123213222312313312 Ω⋅+−+−+ nSSSSnnSSSSnnSS  
 

(9) 
 

В инвариантном виде 
 

2
4
12

2
1 )(])[( Ω⋅+×−= nSnTrQ , 

 

где =× ])[( 2SnTr biapabkpjijk SnSn εε . 
Окончательно имеем следующее выражение для собственных чисел мат-

рицы линеаризированных уравнений для мелкомасштабной скорости (без вяз-
ких членов): 

 

             2
4
12

2
12

4
1

2
1

2,1 )(])[()]([)( Ω⋅−×+±−= nSnCSCS TrTrTrλ , (10) 
 

где jiij nnC = . 
Согласно принципу подчинения Хакена [12], неустойчивые моды подчи-

няют себе устойчивые. Если имеется набор неустойчивых мод, подчиняю-
щихся одному и тому же уравнению, то следует ожидать, что наиболее суще-
ственный вклад в подсеточные напряжения Рейнольдса дадут наиболее 
неустойчивые моды. Если дискриминант квадратного уравнения, определя-
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ющий собственные числа 1λ  и 2λ , положителен, то эти собственные числа 
действительны. Если оба собственных числа положительны, или одно поло-
жительно, а другое отрицательно, то, по-видимому, основной вклад дадут мо-
ды с наибольшим числом 1λ . 

Среди ориентаций вектора k следует выбрать то направление, которое дает 
максимальное значение 1λ . 

Для нахождения этого максимума по угловым переменным будем счи-
тать, что предварительно был осуществлен переход с помощью ортогонально-
го преобразования в систему координат, в которой тензор S диагонален. Тогда 
выражения (7) и (10), определяющие величины P и Q, существенно упроща-
ются: 

 

                                      3
2
32

2
21

2
1 SnSnSnP −−−= , (11) 

 

                           2
32

2
131

2
221

2
3 )(

4
1

Ω⋅+++= nSSnSSnSSnQ , (12) 
 

где 333222111 ,, SSSSSS ===  — собственные числа тензора S, 321 SSS ≥≥ . 
Условие несжимаемости будет иметь вид: 
 

                                                   0321 =++ SSS . (13) 
 

Компоненты единичного вектора n удовлетворяют соотношению 
 

                                                      12
3

2
2

2
1 =++ nnn . (14) 

 

Используя соотношения (11)–(14), выражение (10) для величины 1λ  при-
нимает вид: 

 

                          +−++−+−= ])12()12[( 2
2
1

2
21

2
2

2
12

1
1 SnnSnnλ  Z, (15) 

 

где  
Z = RSSSSSnSSSnSnnSnn −−++++++−+ ])2()2([])2()12[( 21211

2
2122

2
1

2
2

2
1

2
21

2
2

2
14

1 , 
 

                                2
332211 )( Ω+Ω+Ω= nnnR , 2

2
2
13 1 nnn −−±= . (16) 

 

Необходимыми условиями максимума функции )(1 nλ  являются 
 

0;0
2

1

1

1 =
∂
∂

=
∂
∂

nn
λλ . 

 

Используя соотношение (15), получим систему двух алгебраических урав-
нений: 

 

++−−++−++−+ )2(])12()12[()2()2( 21212
2
1

2
21

2
2

2
1121121 SSSnSnnSnnnSSZnSS

 

                              + ,0))(( 3322113

1

3
1 =Ω+Ω+ΩΩ

∂
∂

+Ω nnn
n
n  (17) 

 

++−−++−++−+ )2(])12()12[()2()2( 12122
2
1

2
21

2
21212212 SSSnSnnSnnnSSZnSS

 

                              + 0))(( 3322113
2

3
2 =Ω+Ω+ΩΩ

∂
∂

+Ω nnn
n
n , (18) 
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где ,1/ 2
2

2
11

1

3 nnn
n
n

−−=
∂
∂ ∓   3

2
2
12

2

3 1/ nnn
n
n

−−=
∂
∂ ∓ . 

 

Система уравнений (17) и (18) не становится проще при переходе к угло-
вым переменным θη, . Однако в случае 0=Ω можно получить решение 

1max1 2S=λ . В других случаях необходимо использовать приближенные чис-
ленные методы, например метод Ньютона. 

Таким образом, соответствующий основной инвариант будет ,max1λ=I  ес-
ли подкоренное выражение в (15) положительно, где максимум берется по 
различным направлениям вектора k . Если подкоренное выражение отрица-
тельно, то ))}(sup{Re( 1 nλ=I  при 0))sup(Re( 1 >λ  или 0=I при 

0)}sup{Re( 1 ≤λ , где Re — действительная часть числа. В этом случае возник-
новение неустойчивостей возможно лишь за счет нелинейных взаимодейст-
вий, а диссипацию будут обеспечивать вязкие члены. Физически первый слу-
чай (подкоренное выражение в (15) положительно) соответствует 
превалированию деформации крупномасштабным полем скорости мелкомас-
штабных вихрей над эффектом вращения. Второй случай (подкоренное выра-
жение в (15) равно 0 или отрицательно) соответствует обратной ситуации. Во 
втором случае ячейка со стороной h находится в ядре когерентного вихря [13], 
где использовался более грубый метод индентификации когерентных струк-
тур: инвариант q  тензора dU положителен, где )(2

1
jiijjiij SSq −ΩΩ= . 

В итоге из соображений размерностей можно считать, что коэффициент 
подсеточной турбулентной вязкости равен 

 
 

                                                   ,2 Icht =ν  (19) 
 
 

где с — константа, которую следует определить путем сравнения численных 
экспериментов с натурными экспериментами, h — шаг разностной сетки. 

 
Обсуждение результатов 
 

Отметим, что эффект уменьшения коэффициента турбулентной вязкости 
при увеличении крупномасштабной завихренности — явление достаточно из-
вестное. Так, в [14] была предложена крупномасштабная феноменологическая 
модель с учетом наличия крупномасштабной завихренности с коэффициентом 
турбулентной вязкости: 

 
 

)],/36,01/(1)[/( 2

0
εενν Ω+= kkt  

 
 

где 0ν  — константа, k — кинетическая энергия турбулентности, ε  — удель-
ная скорость диссипации турбулентной энергии, jiijWW=Ω  — модуль круп-

номасштабной завихренности, ijW  — антисимметричная часть тензора гради-
ента скорости dU. Похожее выражение использовалось в [15] для 
коэффициента турбулентной вязкости tν : 
 

1τν µµ kfct = , 
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где µf  — коэффициент, зависящий от числа Рейнольдса, 1τ  — характерное 

время оборота энергосодержащих вихрей: ,//1 ενετ += k  ν  — кинематиче-
ский коэффициент молекулярной вязкости, 
 

),max(
1

11 Ω+
=

SAA
c

sτ
µ , 

 

где ,81 =A  ,cos3 Φ=sA  ),6arccos(3
1 x=Φ  3

5.12
S

SSS
x kijkij= . 

В этих двух работах 0→tν  как Ω/1  при .∞→Ω  В нашем подходе, как 

следует из (10), tν  пропорционален 222 Ω−+ SbaS , если bS≤Ω , где ba,  — 
константы; при bS>Ω  tν  пропорционален S, т. е. коэффициент турбулентной 
вязкости в первом приближении перестает зависеть от завихренности. 

Какая ситуация более адекватна действительности, в настоящий момент 
сказать трудно. Величины ε,k  могут, кроме того, непосредственно зависеть 
от крупномасштабной завихренности Ω  через свои уравнения переноса. 

 
Таким образом, получено явное выражение основного инварианта I для 

турбулентного течения несжимаемой жидкости, которое в первую очередь 
определяет подсеточные эффекты произвольного неоднородного турбулент-
ного потока. Впервые учтено явным образом влияние крупномасштабной за-
вихренности течения на подсеточный коэффициент турбулентной вязкости. 
Определение эмпирической константы c  требует проведения дополнитель-
ных численных расчетов на основе предложенной модели для различных ти-
пов турбулентных течений. Теоретическое определение этой эмпирической 
константы и, возможно, непосредственное определение компонент тензора 
Рейнольдса через градиенты крупномасштабной скорости требуют более глу-
бокого анализа нелинейных уравнений для мелкомасштабной скорости (2). 

Предложенный подход может быть распространен на магнитогидродина-
мическую турбулентность, сжимаемые течения, течения с химическими реак-
циями и т. п. 
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THE MAIN INVARIANT FOR SUB-GRID MODELS OF TURBULENCE 

 
A new expression for the sub-grid coefficient of turbulent viscosity based on a 

simplified analysis of equations for small-scale components of the incompressible 
turbulent flow and the dimensional analysis has been obtained. This expression in 
contrast with the Smagorinsky model is determined by an invariant of the tensor- 
gradient of the large-scale velocity, which contains explicitly the large-scale vor-
tices, which diminishes the coefficient of turbulent viscosity. 


