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MODELS OF TRANSFER PHENOMENA AND METHODS 

OF THE ANALYSIS OF DISORDERED SYSTEMS PROPERTIES 
WITH CHARGE CARRIERS LOCALIZATION 

 
In this paper the models of non-stationary and non-equilibrium electron phenomena 

in disordered dielectrics are developed. The possibilities of experimental identification of lo-
calization mechanisms and low mobility of charge carriers are presented. 
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МЕЖЗОННЫЕ И ВНУТРИЗОННЫЕ МАГНИТООПТИЧЕСКИЕ 
ПЕРЕХОДЫ ЭЛЕКТРОНОВ В КРИСТАЛЛАХ ВИСМУТА 

 
Экспериментально исследованы спектры магнитопропускания полосковой ли-

нии из монокристалла висмута при различных направлениях вектора магнитной ин-
дукции и волнового вектора электромагнитного излучения газового лазера с длиной 
волны 10,6 мкм в импульсном магнитном поле до 17 Тл в интервале температур 80–
300 К. Приведены новые данные о параметрах энергетического спектра носителей 
заряда L-экстремумов зон в модифицированной модели Баррафа, циклотронных эф-
фективных массах, тензоре диэлектрической проницаемости монокристаллов висму-
та в инфракрасной области. 

 
Введение 
 
Квантовые осцилляционные эффекты 

при изучении электронного энергетиче-
ского спектра кристаллов твердых тел 
дают наиболее обширную информацию о 
предмете исследования. В большинстве 
случаев, однако, наблюдение квантовых  

осцилляционных и резонансных эффек-
тов возможно только при низких темпе-
ратурах, близких к температуре кипения 
жидкого гелия, Т = 4,2 К. 

Малые эффективные массы 
(m ≈ 0,01·m0), низкие концентрации и вы-
сокие подвижности носителей заряда в 
полуметаллах типа висмута обеспечивают 
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наблюдение обусловленных переходами 
между уровнями Ландау квантовых ос-
цилляций магнитооптического отражения 
в широком интервале температур вплоть 
до комнатных, достижение относительно 
простыми средствами ультраквантового 
предела магнитных полей. Резонансные 
оптические переходы носителей заряда на 
уровнях Ландау в кристаллах висмута 
дают уникальную информацию о законо-
мерностях электронного энергетического 
спектра в широком диапазоне температур, 
что делает висмут модельным материа-
лом при исследовании электронных 
свойств твердых тел [1]. Исходя из этого 
была поставлена задача на основе резуль-
татов магнитооптического эксперимента 
при температуре Т ≥ 77 К определить 
комплекс параметров электронного энер-
гетического спектра кристаллов висмута в 
точке L зоны Бриллюэна, что представля-
ет также интерес для практического при-
менения кристаллов типа висмута в каче-
стве эффективных низкотемпературных 
термоэлектрических материалов. 

 
Методика и техника эксперимента 
 

Спектры магнитоотражения монокри-
сталлов висмута исследованы в широком 
интервале магнитных полей и температур 
[2], произведена идентификация особен-
ностей, обусловленных межзонными и 

внутризонными переходами [3]. В данной 
работе с целью получения детальной ин-
формации не только о полевых положе-
ниях особенностей спектров, а о форме 
отклика кристалла висмута на внешнее 
электромагнитное возмущение исследо-
вано пропускание планарного волновода 
со стенками из монокристалла висмута, 
внутри которого распространялось элек-
тромагнитное излучение [4]. В качестве 
источника излучения использовался газо-
вый СО2 лазер непрерывного действия с 
длиной волны λ = 10,6 мкм. Эксперимент 
проводился в геометрии Фарадея (рис. 1), 
в которой вектор индукции внешнего 
магнитного поля Â  параллелен волново-
му вектору k  лазерного излучения и 
стенкам волновода. Такая конфигурация 
планарного волновода называется сим-
метричной полосковой линией. 

Магнитное поле создавалось импульс-
ным соленоидом. Время нарастания маг-
нитного поля до максимального значения 
составляло 500 мкс. Максимальная ин-
дукция магнитного поля составляла 
В = 23 Тл. Расстояние между двумя 
трансляционно-симметричными пластин-
ками монокристалла висмута (1) и (2) не 
превышало D = 10 мкм для обеспечения 
эффективного взаимодействия электро-
магнитного излучения со стенками вол-
новода. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1. Взаимное расположение вектора индукции магнитного поля Â , 
волнового вектора электромагнитного излучения k  и исследуемого монокристалла 

относительно выбранной системы координат. 
D — зазор между симметричными монокристаллами висмута (1) и (2) 
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Монокристаллические слитки висмута 
были получены методом зонной перекри-
сталлизации. Образцы готовились из мо-
нокристаллов висмута методом электро-
эрозионной резки. Рабочие поверхности 
монокристаллов полировались механохи-
мическим методом до придания им со-
стояния совершенного зеркала. 

Для решения поставленной задачи ис-
следовались образцы трех ориентаций, в 
которых вектор индукции внешнего маг-
нитного поля Â  был параллелен биссек-
торной, бинарной или тригональной осям 
кристаллической решетки висмута. 

Сигнал от исследуемого образца фик-
сировался малоинерционным фотоэлек-
трическим приемником излучения, мак-
симум спектральной чувствительности 
которого приходился на длину волны 
λ = 10,2 мкм. С помощью аналого-
цифрового преобразователя сигнал пре-
образовывался в цифровой код и записы-
вался в память компьютера. Для исклю-
чения случайных погрешностей 
эксперимент повторялся в идентичных 
условиях, результаты которых суммиро-
вались с последующим усреднением. 

Следует отметить, что интенсивность 
полезного сигнала при использовании 
метода полосковой линии превосходила 
соответствующую величину в случае од-
нократного отражения от поверхности 
исследуемого кристалла более чем в 2 
раза, что обеспечило возможность полу-
чения детальной информации о форме 
отклика на электромагнитное возмущение. 

 
Экспериментальные результаты 
 

На рис. 2 и 3 приведена зависимость 
пропускания полосковой линии [4] из 
висмута (сплошная линия) от величины 
магнитного поля, когда вектор индукции 
импульсного магнитного поля Â  был 
направлен вдоль биссекторной оси кри-
сталлической решетки висмута при тем-
пературе Т = 77 К. Зависимости интен-
сивности излучения, прошедшего через 
симметричную полосковую линию 
(СПС), от величины магнитного поля бы-
ли также получены для случаев, когда 
вектор индукции импульсного магнитно-
го поля Â  был направлен вдоль бинарной 
(рис. 4 и 5) и тригональной (рис. 6) оси. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2. Форма линии межзонных оптических переходов в ориентации, 
когда вектор напряженности внешнего магнитного поля параллелен биссекторной оси. 

Сплошная линия — эксперимент; пунктирная линия — численный расчет, 
когда моделирование проводилось раздельно для каждого значения циклотронных масс; 
точечная линия — численный расчет в предположении единого значения .áèññ
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Рис. 3. Форма линии межзонных и внутризонных оптических переходов в ориентации, 
когда вектор напряженности внешнего магнитного поля параллелен биссекторной оси. 

Сплошная линия — эксперимент; пунктирная линия — численный расчет; 
штрихпунктирная линия — численный расчет для электронов с меньшими циклотронными массами; 

штрихпунктирная линия с двумя точками между штрихами — численный расчет 
для электронов с большими циклотронными массами. Т = 77 К 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 4. Форма линии межзонных оптических переходов в ориентации, 

когда вектор напряженности внешнего магнитного поля параллелен бинарной оси. 
Сплошная линия — эксперимент; пунктирная линия — численный расчет. Т = 77 К 

8 10 12 14 16 18 20 22 

1,6 

2,0 

2,4 

2,8 

3,2 

3,6 

эксперимент 
расчет 
легкие массы 
тяжелые массы 

П
ро
пу
ск
ан
ие

 п
ол
ос
ко
во
й 
ли
ни
и,

 о
тн

. е
д.

 

Магнитное поле, В, Тл 

0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 

1,2 

1,4 

1,6 

1,8 расчет
эксперимент 

М
аг
ни
то
пр
оп
ус
ка
ни
е,

 о
тн

. 

Магнитное поле, В, Тл 

М
аг
ни
то
пр
оп
ус
ка
ни
е,

 о
тн

. е
д.

 



ФИЗИКА 
 

 

 60

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Рис. 5. Форма линии межзонных и внутризонных оптических переходов в ориентации, 
когда вектор напряженности внешнего магнитного поля параллелен бинарной оси. 
Сплошная линия — эксперимент; пунктирная линия — численный расчет. Т = 77 К 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 6. Форма линии межзонных оптических переходов в ориентации, 

когда вектор напряженности внешнего магнитного поля параллелен тригональной оси. 
Сплошная линия — эксперимент; пунктирная линия — численный расчет. Т = 77 К 
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Моделирование магнитооптических 
явлений в монокристаллах висмута 

 

Анализ результатов магнитооптиче-
ского эксперимента проводился методом 
моделирования формы эксперименталь-
ной линии [5] в рамках модифицирован-
ной модели Бараффа [6] электронного 
энергетического спектра висмута. 

Исходной являлась двузонная модель 
энергетического спектра. Невозмущенный 
гамильтониан имеет вид [6]: 
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где I  — единичная матрица второго ран-

га, 
2

gE
=ε  — половина ширины запре-

щенной зоны, ασ  — двухрядные матрицы 

Паули, Kα — компоненты вектора ,K  ко-
торый связан с кристаллическим операто-
ром импульса k⋅  и оператором коорди-
наты X  посредством соотношений [6]: 
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               ( ) 211 2
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              ( ) 122 2
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Магнитное поле направлено вдоль на-
правления α = 3, а направления α = 1, 2 
перпендикулярны друг другу и вектору 
индукции внешнего магнитного поля B . 

( ) oB mhmhm ⋅⋅⋅= ∗*  — эффективная масса 
носителей  заряда  вдоль направления век- 

тора магнитной индукции, mo — масса 
свободного электрона, ∗m  — тензор эф-
фективных масс L-электронов висмута,  
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вдоль бинарной оси кристаллической ре-
шетки висмута, 2 — вдоль биссекторной, 
3 — вдоль тригональной, h  — единич-
ный вектор вдоль направления вектора 
индукции магнитного поля. 
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масса носителей заряда, где *det m  — де-
терминант матрицы тензора эффективных 
масс, B — величина индукции магнитного 
поля. 

В магнитном поле вектор K  становит-
ся оператором, удовлетворяющим сле-
дующему соотношению: 
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где с — скорость света в вакууме. 

Барафф модифицировал двузонную 
модель, представив гамильтониан HB в 
присутствии магнитного поля в виде сум-
мы двух членов [6]: 

 
 

                       НB =НO +НP, (8) 
 
 

где НP — возмущенная часть гамильто-
ниана. 

Барафф предположил, что она имеет 
вид: 
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где 0  означает нулевую матрицу ( 22× ), 
суммирование в (9) производится по 
α = 1, 2, 3. 
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Безразмерный тензор VCB ,  не зависит 
от магнитного поля и преобразуется по-
добно тензору эффективных масс, так что: 
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Вектор VCL ,  в (9) линейно зависит от B 
и определяется через безразмерный век-
тор VC , : 

 

                      VCVC BL ,, ⋅⋅= ∗β . (13) 
 

Авторами [6] были приняты упро-
щающие предположения: 

 

                            VC bb 11 −= , (14) 
 

                            VC −= . (15) 
 

Выражение для уровней Ландау при 
j > 0, где Snj −+= 2

1  — главное кван-

товое число, 2
1±=S  — спин электрона, 

...2,1,0=n  — орбитальное квантовое 
число, когда безразмерный волновой век-
тор вдоль направления вектора индукции 
магнитного поля ξ — малая величина [6] 
принимает вид: 
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где спиновой параметр G определяется как: 
 

           ( ) ( )VVCC bbG 3131 +=+−= , (17) 
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Выражение для энергетического поло-
жения уровней Ландау с j = 0 в валентной 
зоне и зоне проводимости выглядит сле-
дующим образом: 
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где ±= 00 EE , ( ) 2
12

0 12 ξ+⋅±=± GEE  — 

невозмущенная энергия в нулевом маг-
нитном поле. 
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                VC bbb 111 == .                     (23) 
 
 

Несмотря на теоретические и экспери-
ментальные предпосылки, утверждающие, 
что нулевые уровни Ландау зоны прово-
димости и валентной зоны не должны 
взаимодействовать друг с другом, для 
объяснения магнитооптических спектров 
был введен член, отвечающий за их взаи-
модействие — BQ ⋅⋅ ∗β  [6], зависящий от 
величины магнитного поля. 

Коэффициент пропускания полосковой 
линии Т(В) определяется отношением энер-
гии ( )BW , переносимой волной при неко-
тором значении магнитного поля B , к энер-
гии ( )0W , переносимой волной при 0=B : 

 

                     ( ) ( )
( ) .
0W
BWBT =  (24) 

 

(21)
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Энергия W волны, прошедшей в едини-
цу времени через поперечное сечение по-
лосковой линии размером x ·D (x изменя-

ется от 0 до x, z изменяется от 
2
D

−  до 

2
D

+  — см. рис. 1), определяется выра-

жением: 
 
 

                   ,∫∫=
xz

y dxdzSW  (25) 

 
 

где [ ]y
(0)(0)

y H,ES ∗=
2
1  — среднее зна-

чение y -компоненты вектора Умова—

Пойтинга. (0)(0) H,E  — векторы напряжен-
ности электрического и магнитного полей 
волны, распространяющейся в зазоре ме-
жду пластинами из монокристалла висму-
та (рис. 1). 

Исследуемая среда, монокристалличе-
ский образец висмута, учитывалась в чис-
ленном расчете коэффициента пропуска-
ния полосковой линии введением 
комплексного тензора диэлектрической 
проницаемости [7]: 

 
 

                 
o
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+= ,                (26) 

 
 

где  ω — круговая частота падающего 
электромагнитного излучения; lε  — ди-
электрическая проницаемость, обуслов-
ленная всеми процессами, за исключени-
ем межзонных и внутризонных переходов 
на уровнях Ландау валентной зоны и зоны 
проводимости; εo — электрическая посто-
янная; σ  — тензор высокочастотной 
комплексной удельной электропроводно-
сти: 
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где α, β — индексы, означающие оси ко-
ординат; α, β = 1, 2, 3; e — заряд электро-
на; l, l’ — полные наборы квантовых чи-
сел, характеризующие начальные l и 
конечные l’ состояния; Vα и Vβ — опера-
торы скорости; τ — время релаксации; fl, 
fl’ — распределения Ферми для электро-
нов, находящихся на уровнях Ландау с 
наборами квантовых чисел l, l’: 
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где Ef — энергия Ферми, ko — постоянная 
Больцмана, T — абсолютная температура, 
при которой находится исследуемый кри-
сталл. 

Полный набор квантовых чисел l, l’ 
включает: индекс зоны «+» — проводи-
мости, «—» — валентной зоны, n — но-

мер уровня Ландау, 
2
1

±=s  — спиновое 

квантовое число, ', ll EE  — энергии уров-
ней Ландау начальных l и конечных l’ со-
стояний, а также квазинепрерывный 
спектр значений кz. 

Суммирование по полным наборам 
квантовых состояний l, l’ упрощается, так 
как выражения для энергетического по-
ложения уровней Ландау в зависимости 
от величины магнитного поля не зависят 
от составляющей волнового вектора в 
плоскости, перпендикулярной направле-
нию вектора индукции внешнего магнит-
ного поля. Суммирование по квазинепре-
рывным значениям волнового вектора кz 
вдоль направления вектора индукции 
внешнего магнитного поля заменяется 
интегрированием. 

В выражении (27) величина lVl ′α  — 
матричный элемент оператора скорости. 
Расчет матричных элементов оператора 
скорости проводился в приближении тен-
зора эффективных масс. Они имеют почти 
постоянное значение в зависимости от 
величины магнитного поля для межзон-
ных переходов электронов [3]. 
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Обсуждение результатов 
 

Оптические переходы электронов ме-
жду уровнями Ландау валентной зоны и 
зоны проводимости происходят, когда 
энергия кванта электромагнитного излу-
чения совпадает с расстоянием между со-
ответствующими уровнями Ландау ва-
лентной зоны и зоны проводимости. 
Согласно двузонной модели Лэкса [8] и 
правилам отбора для n >> 1 межзонные 
переходы периодичны в обратном маг-
нитном поле с периодом 
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где Вn — резонансное значение магнитно-
го поля для переходов между уровнями 
Ландау валентной зоны и зоны проводи-
мости с орбитальными квантовыми чис-
лами n и n+1; Eg — ширина запрещенной 
зоны в точке L зоны Бриллюэна; *

cm  — 
эффективная циклотронная масса на дне 
зоны проводимости; pE  — энергия кванта 
электромагнитного излучения. 

Рассчитанные по формуле (29) перио-
ды осцилляций в пределах погрешности 
измерений совпадают с периодичностью 
расположения максимумов осцилляций в 
обратном магнитном поле. 

Как следует из (29), магнитооптиче-
ские осцилляции, которые являются след-
ствием межзонных переходов электронов, 
несут информацию о величине отношения 
ширины запрещенной зоны gE  в точке L 
зоны Бриллюэна и эффективной цикло-
тронной массы на дне зоны проводимости 

*
cm , что обычно используется для опреде-

ления *
c

g

m
E

 [8]. 

В отличие от [4], в данной работе вы-
полнено моделирование магнитоотраже-
ния с учетом не только положения макси-
мумов сигнала, но и формы линии. На 

рис. 2 и 3 совместно с эксперименталь-
ными данными пунктирными линиями 
приведены расчетные зависимости коэф-
фициента пропускания полосковой линии 
из висмута от величины магнитного поля, 
когда вектор индукции импульсного маг-
нитного поля Â  был направлен вдоль 
биссекторной оси кристаллической ре-
шетки висмута. 

Моделирование показало, что в маг-
нитном поле до В = 6 Тл наблюдались ос-
цилляционные особенности (рис. 2), обу-
словленные межзонными переходами 
электронов на уровнях Ландау валентной 
зоны и зоны проводимости. Этот вывод 
подтверждается наличием двух рядов ос-
цилляций, так как для случая, когда век-
тор индукции импульсного магнитного 
поля Â  направлен вдоль биссекторной 
оси, в соответствии с представлениями об 
электронной структуре висмута имеются 
электроны, характеризующиеся двумя 
разными циклотронными массами, разли-
чающимися в два раза. Электроны с мень-
шими циклотронными массами называют 
легкими биссекторными электронами, а с 
большими — тяжелыми биссекторными 
электронами. 

Расчет в рамках модифицированной 
модели Бараффа зависимости коэффици-
ента пропускания полосковой линии от 
величины магнитного поля показал, что 
не существует единого значения компо-
ненты тензора lε  вдоль биссекторной оси. 
На рис. 2 точечной линией приведены ре-
зультаты моделирования магнитооптиче-
ского спектра в предположении одной 
комплексной константы .áèññ

lε . Оказалось, 
невозможно описать отношение интен-
сивностей особенностей, происходящих 
от межзонных переходов электронов с 
разной эффективной циклотронной мас-
сой. Задачу удалось решить введением 
для электронов разных циклотронных 
масс различных комплексных констант 

)85,120(. =áèññ
ë¸ãêε  и )100,160(. =áèññ

òÿæε . 
Различия в константных значениях 

компонент тензора lε  сохраняются во всем 
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диапазоне магнитных полей (Вмак с = 22 Тл) 
и подтверждаются результатами, полу-
ченными для бинарного направления век-
тора индукции магнитного поля [9], когда 
экспериментально наблюдаются также 
два ряда осцилляций для электронов раз-
ных циклотронных масс (рис. 5). 

На рис. 2 пунктирной линией пред-
ставлены результаты моделирования 
формы линии магнитооптического экспе-
римента в предположении о двух кон-
стантных значениях тензора lε , характер-
ных для биссекторного направления 
вектора индукции магнитного поля. Рас-
четная кривая в деталях воспроизводит 
все особенности, характерные для экспе-
риментальной формы линии. Наибольшие 
расхождения между расчетной и экспери-
ментальной кривыми наблюдаются для 
особенностей, расположенных в области 
полей от В = 2,7 Тл до В = 3,0 Тл. В полях 
от В = 2,5 Тл до В = 3,5 Тл наблюдается 
наиболее интенсивная особенность (мак-
симум при В = 2,7 Тл), которая формиру-
ется оптическими межзонными перехода-
ми электронов с меньшей биссекторной 
циклотронной массой на уровнях Ландау 
с j = 1 и j = 2 валентной зоны и зоны про-
водимости и менее интенсивная, но более 
широкая по магнитному полю особен-
ность (максимум при В = 3,1 Тл), которая 
формируется оптическими межзонными 
переходами электронов с большей бис-
секторной циклотронной массой на уров-
нях Ландау с j = 2 и j = 3 валентной зоны 
и зоны проводимости. Таким образом, 
практически в одном диапазоне магнит-
ных полей происходят два ряда переходов 
электронов разной массы между зонами с 
интенсивностями, различающимися при-
мерно в два раза. Так как переходы про-
исходят на уровнях Ландау с малыми 
квантовыми числами, и электронная вме-
стимость этих уровней довольно велика, 
на что указывает значительная интенсив-
ность рассматриваемых особенностей, то 
в зоне проводимости одновременно ока-
зывается значительное количество элек-
тронов разной массы с энергией, разли-
чающейся не более чем на 6 мэВ. Это, в 

свою очередь, вызывает усиление процес-
сов рассеяния, что в τ приближении опи-
сывается уменьшением времени релакса-
ции, а это, в свою очередь, вызывает 
локальное по магнитному полю уширение 
особенностей в магнитопропускании, что 
и приводит к меньшему провалу между 
двумя резонансами, по сравнению с рас-
четными значениями. 

Наличие расхождения формы линии 
экспериментального магнитооптического 
спектра и расчетного в кластере, образо-
ванном рассматриваемыми переходами 
(1–2 переходы легких, 3–4 переходы тя-
желых биссекторных электронов на 
рис. 2), подтверждается исследованиями, 
проведенными в диапазоне температур 77–
280 К [2]. 

Определение параметра *
c

g

m
E

 методом 

моделирования формы линии экспери-
ментальной кривой обладает очевидным 
преимуществом по сравнению с расчетом 
периода осцилляций в обратном магнит-
ном поле по полевым положениям макси-
мумов магнитооптических осцилляций. 
Действительно, связывание резонансных 
полей оптических переходов электронов 
между уровнями Ландау валентной зоны 
и зоны проводимости с максимумами 
особенностей в магнитоотражении или 
магнитопропускании, строго говоря, не 
обоснованно. Моделирование формы ли-
нии магнитооптического эксперимента, 
во-первых, свободно от такого предполо-
жения и, во-вторых, позволяет задейство-
вать в процесс определения искомого па-
раметра все имеющиеся в распоряжении 
экспериментальные точки зависимости 
пропускания полосковой линии от вели-
чины магнитного поля. 

В табл. 1 представлены значения пара-

метра *
c

g

m
E

 для легких и тяжелых биссек-

торных электронов висмута при Т = 77 К, 
найденные путем определения периода 
магнитооптических осцилляций в обрат-
ном магнитном поле [8] и методом моде-
лирования формы линии магнитооптиче-
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ского эксперимента [5], а также приведены 
значения, определенные в работе [6] при 
Т = 22,5 К. Меньшие значения параметра 

*
c

g

m
E

, полученные методом моделирования 

формы линии магнитооптических особен-
ностей, обусловлены сдвигом полевого 
положения максимумов магнитооптиче-
ских особенностей относительно значе-
ний магнитных полей, в которых проис-
ходят резонансные оптические переходы 
электронов между валентной зоной и зо-
ной проводимости. Наличие такого сдвига 
объясняется значительным вкладом мни-
мой части lε  в компоненты тензора ε  
( )85,120(. =áèññ

ë¸ãêε , )100,160(. =áèññ
òÿæε ). 

Исследование межзонных переходов 
электронов на уровнях Ландау валентной 
зоны и зоны проводимости в ориентациях, 
когда вектор индукции внешнего магнитно-
го  поля  Â   был  параллелен биссекторной, 

бинарной и тригональной осям кристалли-
ческой решетки висмута, позволило впер-
вые при температуре Т ≥ 77 К определить 

параметр *
c

g

m
E

 для всех групп носителей 

заряда в точке L зоны Бриллюэна. На 
рис. 2 и 3 приведены пунктирными ли-
ниями расчетные значения коэффициента 
пропускания (24) полосковой линии в за-
висимости от величины магнитного поля с 

параметрами *
c

g

m
E

, приведенными в табл. 1. 

Более того, предложенный в данной ра-
боте метод исследования структуры элек-
тронного энергетического спектра позволил 
впервые в магнитооптическом эксперимен-
те наблюдать осцилляции, связанные с меж-
зонными переходами тяжелых бинарных 
(рис. 5) и тригональных (рис. 6) электронов 
и надежно определить величины соответст-
вующих циклотронных масс (табл. 2). 

 
Таблица 1 

 

Отношение ширины запрещенной зоны gE в точке L зоны Бриллюэна 

к эффективной циклотронной массе *
cm  на дне зоны проводимости 

 

*
c

g

m
E

 (эВ/масса свободного электрона) 

Настоящая работа 

 
Биссекторные 
электроны 

по максимумам 
осцилляций 

моделирование 
формы линии 

Моделирование формы 
линии [6] 

Легкие 7,86 7,32 7,43 
Тяжелые 3,98 3,74 3,77 

 
Таблица 2 

 

Значения циклотронных масс на дне зоны проводимости 
 

Циклотронная масса Эксперимент Расчет Погрешность 
Тригональная 6,040·10-3 6,049·10-3 9,0·10-6 

Тяжелая бинарная 1,372·10-2 1,377·10-2 5,0·10-5 

Легкая бинарная 1,520·10-3 1,526·10-3 6,0·10-6 

Легкая биссекторная 1,319·10-3 1,323·10-3 5,0·10-6 

Тяжелая биссекторная 2,60·10-3 2,61·10-3 1,0·10-5 

 
Примечание. Значения циклотронных масс приведены в единицах массы свободного электрона. В 

первом столбце приведены значения циклотронных масс, полученные моделированием формы экспери-
ментальной линии магнитооптического эксперимента. Во втором столбце приведены результаты пере-
расчета циклотронных масс из восстановленного по экспериментальным данным тензора эффективных 
масс электронов в точке L зоны Бриллюэна. В третьем столбце приведена погрешность восстановления 
циклотронных масс из полученного численной процедурой тензора эффективных масс [9]. 
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Определение циклотронных масс воз-

можно из значений параметра *
c

g

m
E

. Для 

этого необходимо знать величину gE . В 
рассматриваемом эксперименте ширина 
запрещенной зоны gE  в точке L зоны 
Бриллюэна является малой величиной по 
сравнению с энергией кванта электромаг-
нитного излучения pE . Поэтому для оп-

ределения параметра gE  необходимы 
сведения о межзонных и внутризонных 
переходах на уровнях Ландау с главным 
квантовым числом j = 0, когда особенно-
сти взаимодействия нижнего уровня Лан-
дау зоны проводимости и верхнего уров-
ня Ландау валентной зоны приводят к 
тому, что значение параметра gE  оказы-
вает значительное влияние на форму экс-
периментальной линии. В эксперимен-
тально достижимых магнитных полях 
такие переходы электронов наблюдались, 
когда вектор индукции импульсного маг-
нитного поля Â  был направлен вдоль 
биссекторной и бинарной оси кристалли-
ческой решетки висмута (рис. 3 и 5). 

На рис. 3 представлен магнитооптиче-
ский спектр, образованный особенностя-
ми, за которые ответственны оптические 
межзонные (штрихпунктирная линия) и 
внутризонные (штрихпунктирная линия с 
двумя точками между штрихами) перехо-
ды электронов на уровнях Ландау с j = 0 
валентной зоны и зоны проводимости. 
Так как циклотронные массы биссектор-
ных электронов отличаются примерно в 
два раза, то в полях до 22 Тл наблюдают-
ся особенности, происходящие от всех 
трех электронных эллипсоидов. Модели-
рование формы экспериментальной ли-
нии, представленное на рис. 3 штрих-
пунктирными линиями, оказалось весьма 
чувствительным к зависимости ширины 
запрещенной зоны от величины магнит-
ного поля. В соответствии с (19) энерге-
тическое положение уровней Ландау с 
j = 0 определяется параметрами G, cl1 , cl3 , 

2
⊥L . Разность энергий уровней Ландау с 

j = 0 зоны проводимости и валентной зо-
ны представляет собой величину запре-
щенной зоны при данном значении маг-
нитного поля )(BEg . В соответствии с 
(19) )(BEg  зависит также от величины 
приведенного волнового вектора ξ. Расчет 
коэффициента пропускания полосковой 
линии в рамках вышеизложенного алго-
ритма для различных наборов параметров 
G, cb1 , cl3 , 2

⊥L  позволил восстановить 
форму линии магнитооптического экспе-
римента в области переходов электронов 
с участием уровней Ландау с j = 0 (рис. 3 
и 5). Выбор значений параметров G, cb1 , 

cl3 , 2
⊥L  производился по наилучшему 

совпадению расчетного и эксперимен-
тального спектров магнитопропускания. 
В табл. 3 приведены значения параметров 
G, cb1 , cl3 , 2

⊥L  для случая, когда вектор 
индукции магнитного поля параллелен 
биссекторной оси. Расчет зависимости 
энергетического положения уровня Лан-
дау зоны проводимости от величины маг-
нитного поля (19) с набором параметров 
G, cb1 , cl3 , 2

⊥L , приведенных в табл. 3, 
представлен на рис. 7 и 8 для случая, ко-
гда вектор индукции магнитного поля 
направлен вдоль биссекторной оси. В со-
ответствии с правилами отбора [6] и вы-
ражениями (16), (19) рассчитывались зна-
чения магнитных полей, в которых 
происходят разрешенные и запрещенные 
межзонные и внутризонные переходы элек-
тронов на уровнях Ландау валентной зоны 
и зоны проводимости. Рассчитанные значе-
ния резонансных полей переходов электро-
нов с участием уровней Ландау с j = 0 для 
легких и тяжелых биссекторных электро-
нов [9], полевая зависимость энергетиче-
ского положения уровней Ландау с j = 0 
(рис. 7 для электронов с меньшей цикло-
тронной массой, рис. 8 для электронов с 
большей циклотронной массой) при раз-
личных значениях приведенного волнового 
вектора ξ вдоль направления вектора ин-
дукции магнитного поля позволяют сделать 
заключение о происхождении структур, 
наблюдаемых на рис. 3. 



ФИЗИКА 
 

 

 68

Таблица 3 
 

Параметры модифицированного спектра Бараффа 
 

Настоящая работа [6]  
Параметры легкие 

электроны 
тяжелые 
электроны 

легкие 
электроны 

тяжелые 
электроны 

G 2,18×10-3 –8,6×10-3 –7,3×10-3 –8,6×10-3 
cb1  2,1×10-4 9,14×10-2 2,93×10-2 9,14×10-2 

cl3  1,97×10-3 –8,28×10-2 –2,20×10-2 –8,28×10-2 

2
⊥L  5,92×10-4 1,07×10-3 9,0×10-4 10,7×10-4 

Q  6,01×10-3 3,6×10-3 2,4×10-3 3,6×10-3 
 
Примечание. Параметры G, cb1 , cl3 , 

2

⊥L  — безразмерные величины. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 7. Полевая зависимость нижнего уровня Ландау зоны проводимости 

для легких биссекторных электронов 
при различных значениях приведенного волнового вектора 

 
Наибольшей интенсивностью облада-

ют разрешенные межзонные переходы 
(для легких биссекторных электронов при 
В = 16 Тл, для тяжелых биссекторных 
электронов при В = 21 Тл). Однако этими 
особенностями магнитооптические спек-
тры не исчерпываются. Энергетическое 
расстояние между уровнями Ландау с j = 0 
валентной зоны и зоны проводимости 

5,010±=gE  мэВ в точке L зоны Бриллю-
эна при В = 0. Этот результат получен мо-

делированием формы экспериментальной 
линии для случаев, когда вектор индукции 
магнитного поля направлен вдоль биссек-
торной (рис. 3) и бинарной (рис. 5) осей. 

На рис. 9 приведены расчетные зави-
симости коэффициента пропускания по-
лосковой линии от величины магнитного 
поля для ориентации, когда вектор ин-
дукции магнитного поля параллелен 
биссекторной оси. Расчетные кривые 
показывают, что изменение ширины за-
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прещенной зоны на 1 мэВ от величины 
10 мэВ (кривые 1 и 2 рис. 9) приводит к 
существенным отклонениям от экспери-
ментально найденной формы линии. На 
графиках 4 и 5 приведены результаты 
расчета, когда при 9=gE  мэВ и 

11=gE  мэВ отношение *
c

g

m
E

 соответству-

ет набору параметров, наиболее точно 
воспроизводящему экспериментальный 
спектр. И в этом случае расчетная форма 
линии существенно отличается от экспе-
риментальной. Таким образом, значения 
параметров энергетического спектра Ба-
раффа оказались жестко и однозначно 
определенными экспериментальной фор-
мой линии (табл. 3). Используя значения 
параметров (табл. 3) модифицированного 
спектра Бараффа, определенные прибли-
жением расчетных магнитооптических 
спектров к экспериментальным, были по-
строены зависимости энергетического 
положения нижнего уровня Ландау зоны 
проводимости (19) от величины магнит-
ного поля при различных значениях вол-
нового вектора ξ вдоль направления век-
тора индукции магнитного поля. Наличие 
ярко  выраженных  минимумов  значений 

энергий уровней Ландау на рис. 7 и 8 
можно объяснить только тем, что малое 
энергетическое расстояние между уров-
нями Ландау с j = 0 валентной зоны и зо-
ны проводимости приводит к смешива-
нию волновых функций электронов 
валентной зоны и зоны проводимости, 
что, в свою очередь, приводит к взаимо-
действию между электронами, их запол-
няющими, поэтому появляется зависи-
мость энергетического положения 
уровней Ландау с j = 0 от величины маг-
нитного поля. Это предположение под-
тверждается тем, что при увеличении ξ 
расстояние между уровнями Ландау с 
j = 0 валентной зоны и зоны проводимо-
сти возрастает и минимумы становятся 
менее выраженными. Взаимодействие 
приводит к нарушению правил отбора для 
оптических межзонных и внутризонных 
переходов электронов. Действительно, 
рассчитанные во втором порядке теории 
возмущений матричные элементы опе-
ратора скорости для индуцированных 
электромагнитным излучением переходов 
электронов с участием уровней Ландау с 
j = 0 валентной зоны и зоны проводимо-
сти показали, что вероятности запре-
щенных  переходов  не равны  нулю  [9]. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис. 8. Полевая зависимость нижнего уровня Ландау зоны проводимости 
для тяжелых биссекторных электронов при различных значениях приведенного волнового вектора 
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Рис. 9. Расчетные зависимости коэффициента пропускания полосковой линии 

от величины магнитного поля для ориентации, 
когда вектор индукции магнитного поля параллелен биссекторной оси. 

1, 4 — 9=gE  мэВ; 2 — 10=gE  мэВ; 3, 5 — 11=gE  мэВ. 

Для графиков 4 и 5 отношение *
c

g

m
E

 такое же, как и для случая 2  

Расчет полевых положений разрешенных 
и запрещенных переходов электронов 
между уровнями Ландау валентной зоны 
и зоны проводимости совместно с моде-
лированием формы экспериментальной 
линии приводит к выводу, что структуры 
при В = 10 Тл и В = 17 Тл на рис. 3 соот-
ветствуют запрещенным межзонным пе-
реходам, а особенность при В = 14,5 Тл 
соответствует запрещенному внутризон-
ному переходу. 

 
Выводы 
 

Предложенный в данной работе метод 
исследования структуры электронного 
энергетического спектра позволил впер-
вые в магнитооптическом эксперименте 
наблюдать осцилляции, связанные с меж-
зонными переходами тяжелых бинарных 
и тригональных электронов. 

Исследование межзонных переходов 
электронов на уровнях Ландау валентной 

зоны и зоны проводимости в ориентаци-
ях, когда вектор индукции внешнего маг-
нитного поля Â  был параллелен биссек-
торной, бинарной и тригональной осям 
кристаллической решетки висмута, по-
зволило впервые при температуре 

Т ≥ 77 К определить параметр *
c

g

m
E

 для 

всех групп носителей заряда в точке L 
зоны Бриллюэна. 

Метод моделирования формы линии 
магнитооптического эксперимента позво-
лил получить полный набор параметров 
электронного энергетического спектра 
висмута в рамках модифицированной мо-
дели Бараффа, новые сведения о тензоре 
диэлектрической проницаемости висмута 
в инфракрасной области спектра, опреде-
лить ширину запрещенной зоны при тем-
пературе Т ≥ 77 К и величины цикло-
тронных масс электронов в точке L зоны 
Бриллюэна. 
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V. Grabov, O. Kondakov 
 
INTERZONE AND INTRAZONE MAGNETO-OPTICAL ELECTRON TRANSITIONS 

IN BISMUTH CRYSTALS 
 

The spectrums magneto-transparence of a strip line from a single crystal of bismuth are 
experimentally researched at various directions of a magnetic displacement vector and wave 
vector of an electromagnetic radiation of the gas laser with a wavelength 10,6 microns in an 
impulse magnetic field up to 17 Tl at an interval of temperatures 80–300 K. New data are 
given for the parameters of energy distribution of charge carriers of L-extremums of zones 
in a modified Barraf model, cyclotron effective masses, tensor of inductivity of single crys-
tals of bismuth in the infrared range. 

 
 
 

 
 
 


