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АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧ 
ДЛЯ СЕМЕЙСТВА БГК-УРАВНЕНИЙ 

МЕТОДОМ КАНОНИЧЕСКОЙ МАТРИЦЫ 
 

Рассматривается граничная задача для семейства интегро-
дифференциальных уравнений типа уравнения БГК, понимаемого как линеа-
ризованное уравнение Больцмана с оператором столкновений в форме БГК 
(Бхатнагара—Гросса—Крука). Ядро уравнения задается как матрица-
функция второго порядка, зависящая от параметра. Для получения точного 
решения используется обобщенный и модифицированный метод канониче-
ской матрицы. Исследуются необходимые свойства канонической матри-
цы, доказывается теорема о полноте системы собственных векторов ха-
рактеристического уравнения. Доказательство основывается на решении 
векторной краевой задачи Римана—Гильберта с матричным коэффициен-
том, диагонализирующая матрица которого имеет точки ветвления в ком-
плексной области. 

 
В работе рассматривается семейство уравнений 
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в которых ядро задается как матрица-функция, параметрически зависящая от l : 
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относительно неизвестной вектор-функции ),( µxh  с элементами ),(1 µxh  и 

),(2 µxh . При этом величина )21/(2 l+=γ , параметр ),0( +∞∈l . В случаях 
2=l  и 2/5=l  уравнение (1) является результатом линеаризации классическо-

го уравнения Больцмана с интегралом столкновений в форме БГК (Бхатнага-
ра, Гросса, Крука) для двухатомных и полиатомных газов соответственно (см., 
например, [1–3]). Эти уравнения имеют исключительно важное значение в 
прикладных задачах кинетической теории газа и плазмы, теории аэрозолей, 
экологии, авиационной и космической промышленности (см. [4]). В частно-
сти, в данной работе в качестве элементарного приложения развитой теории 
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мы получим точное решение так называемой задачи о температурном скачке, 
впервые рассмотренной В. Смолуховским [5], для случая двухатомного и по-
лиатомного газов. 

Однако рассмотрение уравнения (1) для произвольного положительного l 
представляет и самостоятельный математический интерес, поскольку методи-
ка решения подобных задач в литературе до сих пор описана не была. В рабо-
тах [1–3] решаются конкретные физические задачи, для описания которых ис-
пользуются уравнения, аналогичные (1), но с ядром, зависящим только от µ . 
Целью же данной работы является применение так называемого метода кано-
нической матрицы к целому семейству векторных уравнений. Впервые метод 
канонической матрицы был применен А. В. Латышевым [1] для решения зада-
чи Смолуховского в случае одноатомного газа ( 1=l ). Суть метода состоит в 
построении матрицы канонических решений — «канонической матрицы» [6] 
— уравнения (1) и последующем ее применении для решения конкретных 
краевых задач. В данной статье мы модифицируем, упрощаем описанный ме-
тод, с тем чтобы его можно было использовать для решения не только отдель-
ных физических, но и более общих математических задач. Рассматривается 
характер зависимости решения от параметра. 

 
1. Постановка краевой задачи 

 

Проведя замену переменной, перепишем (1) в виде 
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а ),()(),( µµµ xhQxY =  — новая неизвестная вектор-функция. Следуя Кейзу 
[7], разделяем переменные в полученном уравнении: ),,(),( / µηµ η

η Φ= − xexY  
∈η  C, ∈µ R. Приходим, таким образом, к характеристическому уравнению 
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где векторы )(ηn и )(1 ηn  определяются как моменты нулевого и первого по-
рядка: 
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Вектор-функции ),( µηΦ  будем называть собственными функциями, а со-
ответствующие им значения η  — собственными значениями характеристиче-

и 
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ского уравнения (3). Из условия нормировки для вектора )(ηn  получаем, что 
)(1 ηn  равен тождественному нулю. Т. е., возвращаясь к (2), получаем: 
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Из (4) при ∈η  R найдем собственные векторы непрерывного спектра: 
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есть собственная матрица непрерывного спектра, где символ 
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1P  означает 

распределение — главное значение интеграла по Коши от 1−x , )(xδ  — из-
вестная дельта-функция Дирака, а )(ηB  — произвольная матрица-функция, 
определяемая условием нормировки: 
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матрица, будем называть дисперсионной матрицей, а ее определитель )(zλ  — 
дисперсионной функцией задачи. Выписав матрицу Λ в явном виде, получим: 
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Используя ее разложение в окрестности бесконечно удаленной точки, заме-
тим, что 
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а дисперсионная функция ⎟
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zλ , ∞→z . Последнее раз-

ложение показывает, что бесконечно удаленная точка является четырехкрат-
ной точкой дискретного спектра, состоящего из нулей дисперсионного урав-
нения 0)( =zλ . 

 
Лемма 1. Вне зависимости от величины параметра 0>l  конечных ком-

плексных корней дисперсионное уравнение не имеет. 
 

Утверждение леммы доказывается с помощью принципа аргумента. Для 
этого представим дисперсионную функцию в виде произведения 
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Функции )(zαΩ  испытывают разрыв на действительной оси. Выделим 
действительную и мнимую части функций )(µα

±Ω  на линии разрыва: 
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±Ω обращаются в нуль лишь в точке ,0=µ  в которой 

произведение )()(2 21
2 µµγ ±± ΩΩ  нулю не равно. Следовательно, число ее нулей 

в комплексной плоскости с разрезом по действительной оси вычисляется по-
средством обобщенного принципа аргумента (см. [8]): 
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или, учитывая (7), ,221 −+= ννN где [ ] ),2/( πθν αα Ñ=  +Ω= ααθ arg  — главное 
значение аргумента, С — замкнутый контур вокруг разреза по действительной 
оси, ориентированный по часовой стрелке, а выражение [ ]C...  означает прира-
щение на C функции, стоящей в квадратных скобках. Так как )()( zz −Ω=Ω αα  
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имеет в комплексной плоскости конечных корней. Следовательно, бесконечно 
удаленная точка является единственной точкой дискретного спектра характе-
ристического уравнения, которой соответствуют четыре собственных вектора: 

 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1
2/1

0
1

)()(
2

1

µ
γµµ QF , ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

0
1

1
0

)()(2 µµ QF  

 

и ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−=

1
2/1

)(),(
2

3

µ
µγµ xxF , ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

0
1

)(),(4 xxF µµ . 

 
 

Из них первые два получаются непосредственно из уравнения (4), а третий 
и четвертый — с применением техники, разработанной Кейзом и Цвайфелем [7]. 
Исходя из физических соображений, граничные условия установим в виде: 
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где ),( µxYas  задается как линейная комбинация частных решений: 
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2. Построение фактор-матрицы 
 
Здесь мы сформулируем теорему о разложении решения краевой задачи по 

собственным векторам характеристического уравнения, которую и будем до-
казывать на протяжении нескольких последующих пунктов. 

 
Теорема. Задача (2) с граничными условиями (9) имеет единственное ре-

шение, представляемое в виде разложения по собственным функциям соот-
ветствующего характерического уравнения: 
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здесь коэффициент непрерывного спектра )(ηa  — векторная функция, непо-
средственно вычисляемая на основании формул (35), (37)–(38), ),( µηF  опре-
деляется формулой (5), а ),( µxYas — соотношением (10), где 31, AA — некото-
рые заданные коэффициенты дискретного спектра, а 20 , AA  задаются 
формулами (39). 

 
Положив в формуле (11) ,0=x  при помощи граничных условий (9) можем 
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Воспользовавшись (5), после очевидных преобразований получим: 
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Введя новую вектор-функцию 
 
 

                                      ∫
∞

−
=

0

)(1)( η
η

ηη
π

d
z

azA  (13) 

 
 

и применяя к ней и к дисперсионной матрице )(zΛ  формулы Сохоцкого—
Племели, перепишем (12) в виде: 

 
 

[ ] [ ],),0()()()(),0()()()( 11 µµµµµµµµ asas YQAYQA −−−−++ +Λ=+Λ  .0>µ      (14) 
 

Применим к уравнению (14) транспонирование. Поскольку матрица )(zΛ  
симметрична, то получится: 
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),()()()( 11 zQzQzzW l
−−Λ=  

 

получим следующую краевую задачу: 
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Причем )(zW  можем выписать в явном виде: 
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Таким образом, для диагонализации матрицы )(zW  достаточно привести к 
диагональному виду матрицу ).(zÏ  Очевидно, что диагонализирующая мат-
рица )(zS  существует и имеет вид 
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Матрица-функция )(zS  является аналитической в комплексной плоско-
сти за исключением точек ветвления ,a±  ,a±  (здесь 

lila 16925,075,016925,075,0 ++−+++= ), в которых функция )(zr  
обращается в нуль. Соединим точки a  и a  с a−  и a−  соответственно, полу-
ченные разрезы обозначим через 1Γ  и 2Γ  (очевидно, разрезы не пересекают 
действительной оси). Теперь )(zS  является однозначной аналитической мат-
рицей-функцией в плоскости С с разрезом .21 Γ∪Γ=Γ  

Вернемся к нашей задаче. Краевые задачи (15) и (16) имеют один и тот же 
матричный коэффициент 
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Построим матрицу канонических решений для задачи, сопутствующей нашей, 
т. е. такую каноническую матрицу, для которой на берегах разреза ),0( ∞+  
выполняется условие (см., например, [6]) 
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Кроме того, для однозначности матрицы-функции )(τX  необходимо потребо-
вать, чтобы на дополнительных разрезах 
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Будем искать решение задачи в виде 
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функция. Тогда (17) перепишется следующим образом: 
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Обратимся теперь к условию (18). Из формулы (19) следует, что условие 
однозначности для матрицы )(zU  формулируется в виде 
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т. е. 
 

                               ),()( 21 ττ −+ = UU  ),()( 21 ττ +− = UU  ,Γ∈τ  (22) 
 

где )(1 τU  и )(2 τU  — соответствующие диагональные элементы матрицы-
функции ).(τU  

 

Таким образом, матричная краевая задача (17)–(18) эквивалентна вектор-
ной краевой задаче (21)–(22), если рассматривать функции )(1 τU  и )(2 τU  как 
элементы некоторой векторной функции. Метод решения таких задач изложен 
в [1]. 

Заметив, что )()( µµ αα
−+ Ω=Ω  (элементарно следует из (8)) и переписав 

задачу (21) в показательной форме, после очевидных преобразований полу-
чим: 
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при ,0>µ  где ∈mk,  Z. Решение задач (23) будем искать в виде интегралов 
типа Коши при ,2−=k .0=m  В конечном счете получим: 
 

                                     ),()()( )0(
1 zUzzU αα µ−=  ,2,1=α  (24) 

 

где                            ( )[ ] ,)()()()(exp)()0(
2,1 zRzBzrzAzU −= ∓  (25) 
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здесь и далее ∫
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)( , где ,2)()()( 21 πθθ −+= xxxa  ).()()( 12 xxxb θθ −=  

Величина lµ  выбирается таким образом, чтобы функции )(zUα  имели ко-
нечный предел при ∞→z . Для этого разложим )(zB  и )(zR  в ряд Лорана в 
окрестности бесконечно удаленной точки и потребуем выполнения условия 
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т. е. величина lµ  определяется из задачи обращения Якоби для эллиптических 
интегралов. В частности, для 1=l  она составляет 0,4232585948… 

Таким образом, неизвестная матрица-функция )(zU  полностью построена. 
Следовательно, в силу (19), найдена и фактор-матрица )(zX . Однако очевид-
но, что она не является канонической, поскольку ее определитель 

 
 

)(22)()(det zA
l ezzX µ−=  

 
 

имеет нули второго порядка в точках 0=z  и lz µ= . Но тогда каноническая 
матрица )(zÔ  с нормальной формой на бесконечности должна иметь вид 
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где )(0 zP  — некоторая полиномиальная матрица, такая, что 
( )22

0 )(det lzzzP µ−∝ . При этом в силу (26), естественно, должны выполняться 
условия: 
 
                                    0)()( 0 =ξξ PX  при 0=ξ  и lµξ =  (27') 
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PX
d
d  при 0=ξ  и lµξ = . (27'') 

 

Следуя Мусхелишвили [6], запишем: },,{)( 21 κκ −−→ zzdiagKzÔ   ,0det ≠K  
при ,∞→z  где 1κ  и 12 κκ ≥  — частные индексы задачи факторизации. 

 
Лемма 2. Частные индексы задачи факторизации .121 == κκ  
 

Действительно, заметим, что ,21 κκκ =+  где κ  может быть найдено через 
)(det µG ; как показано в работе [2], 2=κ . Далее, используя равенство (26) наря-

ду с точным выражением для )(zS  и ),(zUα  можем утверждать, что при ∞→z  
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откуда очевидно, что ,21 −>κ  поскольку в противном случае вторая колонка 
)(zP  необходимо должна тождественно равняться нулю, что невозможно. 

Кроме того, из формул (24)–(25) видно, что )(2 zU  имеет в точке 0=z  нуль 
второго порядка, т. е. (27) переписывается в виде 
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  для формулы (27') в точке ,lµξ =  
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γ
δ  Нетрудно про-

верить, что 0>δ , в то время как .0<α  Если предположить, что элементы 
второй колонки )(0 zP  линейны по ,z  то из равенств, полученных для 0=ξ , 
автоматически следует отношение 1)0(

22
)0(

12 )(/)( −−= δzPzP . Но это противоречит 
третьему выписанному равенству, полученному для lµξ = , так как 1−≠ δα . 
Следовательно, вторая колонка )(0 zP  должна быть как минимум квадратична 
по z , т. е. .12 ≤κ  Таким образом, и ,11 ≤κ  откуда окончательно получаем, что 

,121 =κ=κ  что и требовалось доказать. 
 

3. Некоторые свойства канонической матрицы 
 

Прежде чем перейти к непосредственному вычислению канонической мат-
рицы задачи (17), сформулируем некоторые свойства, которым она в случае 
существования должна необходимо удовлетворять. Для этого рассмотрим за-
дачу факторизации: 

 
 

                                           ),()()( µµµ −+ = ÔGÔ  0>µ , (28) 
 

поставленную в предыдущем разделе. Ее матричный коэффициент 
 

[ ] 1)()()( −−+ ΛΛ= µµµG , .0>µ  
 
Лемма 3. Пусть )(zÔ  — некоторое каноническое решение задачи (28). То-

гда справедлива следующая факторизация дисперсионной матрицы: 
 

                                               )z()z( Φ=Λ Р ),z()z( T −Φ  (29) 
 

где )(zP  — матричный полином, определяемый частными индексами задачи. 
 
Действительно, введем в рассмотрение новую функцию: 

 

),z()z()z( −ΦΛ=Ψ Τ−  
 

где символ )z(Τ−Φ  означает [ ] 1Τ )z( −Φ . Тогда, рассмотрев )( z−Ψ  и воспользо-
вавшись четностью матрицы )(zΛ , можем утверждать, что граничные значе-
ния 
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[ ]
[ ] ,)()()(

,)()()(
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Τ−++−

µΦµΛ=µ−Ψ

µΦµΛ=µ−Ψ
 0>µ  

 
 

равны между собой. Действительно, ),()( zz ΤΛ=Λ  а из равенства (17) автома-
тически следует, что )()( zz −Ψ=−Ψ +− , 0>µ . Таким образом, )(zΨ  анали-
тична во всей комплексной плоскости, за исключением положительной дейст-
вительной полуоси, имеет конечный порядок на бесконечности и 
удовлетворяет условию (28). Следовательно, )(zΨ  представляется в виде: 

 
 

(z)(z) Φ=Ψ Р (z),  
 
 

где Р(z) — некоторая полиномиальная матрица. Возвращаясь к определению 
)(zΨ , легко получаем требуемую факторизацию. 
Поскольку любая матрица канонических решений задачи (17) (z)Φ  должна 

удовлетворять условию (26), то для нее верно: 
 
 

.)z((z) Φ=Φ  
 
Утверждение. Существует матрица канонических решений задачи (28) 
(z)0Φ , осуществляющая следующую факторизацию дисперсионной матрицы 

:)z(Λ  
 

z)((z)(z) Τ
00 −ΦΦ=Λ . 

 

Воспользовавшись разложением (29) и учитывая то, что )()( zz Λ=Λ  и 
),()()( zzz ΤΛ=−Λ=Λ  для соответствующей полиномиальной матрицы 

)(zP получим: 
 

Р(z) = PT(z) и  P(z) = P ).z(   
 

Кроме того, по определению канонической матрицы [6], 
},z,z{diagK)z( 21 κ−κ−→Φ   ,0det ≠K  при ,∞→z  т. е. из равенства (29) с уче-

том (7) получаем соотношение: 
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)z(0Φ  — каноническое решение задачи (28) с нормальной формой на бес-
конечности, причем )z((z) 00 Φ=Φ . Поскольку по доказанному в предыдущем 
разделе ,121 == κκ  то для )(z0Φ  получим: 
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4. Построение и применение канонической матрицы 

 

Вернемся собственно к доказательству теоремы о разложении решения 
краевой задачи. Сохраним и далее обозначение )(0 zΦ  для канонического ре-
шения с нормальной формой на бесконечности, существование и свойства ко-
торого были показаны в предыдущем разделе. Тогда, как было показано в п. 2, 
матрица-функция )(0 zΦ  представляется в виде: 
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здесь )(zX  — фактор-матрица, построенная в п. 2, а )(0 zP  — полиномиальная 
матрица со свойствами, доказанными там же. Заметим, что из поведения )(0 zP  
на бесконечности следует, что 
 

,)( 2
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где ,A ,B C  — числовые действительные матрицы 2*2, причем матрица C  
автоматически находится из формулы (30): 
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здесь и далее ,
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формулы (27')–(27'') перепишутся в виде: 
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в точке 0=z  и 
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в точке lz µ= . 
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Здесь и далее величины 
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 (35) 

 

где βα ,  определяются по формулам (34), а lµ  — из задачи обращения Якоби 
для эллиптических интегралов. 

Таким образом, искомая полиномиальная матрица найдена. В силу (31) 
можем утверждать, что окончательно построена и каноническая матрица ре-
шений краевой задачи (17) с нормальной формой на бесконечности. 

Вернемся к исходной краевой задаче (15). После очевидной подстановки 
получаем: 
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Транспонируя уравнение и учитывая поведение на бесконечности входящих в 
него векторов и матриц, можем записать его общее решение: 
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где ,1C 2C  — произвольные постоянные. Вычислим первое слагаемое в фор-
муле (36): 
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А построив матрицу, обратную к найденной полиномиальной, можем запи-
сать, что 
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где матрица 
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Разложим в ряд Лорана функции ),(zA ),(zB ),(zR ),(1 zU )(2 zU  в окрестно-
сти бесконечно удаленной точки: 
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где ,kA ,kB kR  — соответствующие коэффициенты разложения в ряд Лорана 
функций ),(zA  )(zB  и ).(zR  

Используя формулы (37) и (38), выпишем лорановское разложение в окре-
стности точки ∞=z  правой части равенства (36). Приравнивая нулю коэффи-
циенты при z  и 2z  в верхней и нижней строках, как результат получим: 
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Коэффициенты непрерывного спектра разложения (11) также находятся 
однозначно на основании формул Сохоцкого для функции (13). 

Таким образом, теорема полностью доказана. 
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V. Sushkov, A. Latyshev 
 
ANALYTICAL SOLUTION OF BOUNDARY PROBLEMS FOR A FAMILY 

OF BGK EQUATIONS OBTAINED BY THE APPLICATION 
OF THE CANONICAL MATRIX METHOD 

 
A family of equations (BGK equation) obtained as a linearization of the 

Boltzmann equation with the collision operator in the BGK form (Bhatnagar—
Gross—Krooks) is considered. The kernel is defined as a matrix function depending 
on a parameter. The exact solution is based on a generalization and modification of 
the canonical matrix method. Properties of the matrix of canonical solutions are ana-
lyzed. A theorem on the completeness of the system of eigenvectors of the characteris-
tic equation is proved. The proof is reduced to solving a vector boundary value Reed-
man—Hilbert problem with a matrix coefficient, the diagonalizing matrix of the 
matrix coefficient having branch points in the complex plane. 

 
 
 

Н. Х. Розов 
 

ФЕНОМЕН БУФЕРНОСТИ В МАТЕМАТИЧЕСКИХ 
МОДЕЛЯХ ЕСТЕСТВОЗНАНИЯ И ТЕХНИКИ 

 
Исследуется математическая модель распределенного генератора Ван дер 

Поля, представляющая собой линейную систему телеграфных уравнений с не-
линейностью в одном из граничных условий; входящие в модель параметры 
отражают физические характеристики генератора. В изучаемой модели 
выявляется феномен буферности, т. е. устанавливается одновременное су-
ществование у рассматриваемой краевой задачи произвольного конечного на-
перед заданного количества устойчивых периодических по времени решений 
при надлежащем выборе значений параметров. 

 


