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ВИГНЕРОВСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ 
В СОВРЕМЕННОЙ ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ ФИЗИКЕ 

 
Вигнеровское представление функций распределения весьма важно для 

современной физической теории: оно допускает формулировку квантовой 
механики и статистики в виде, который формально совпадает с классиче-
ской теорией. В таком подходе физические величины представляются со-
ответствующими преобразованиями Вейля. В статье показано, что вигне-
ровское представление может быть использовано как в равновесном, так и 
в неравновесном случаях. В рамках такого подхода демонстрируется экви-
валентность техник Каданова − Бейма и Келдыша в неравновесной стати-
стической механике. 

 
Развитие классической и квантовой механики показало, что возможны раз-

личные эквивалентные математические схемы формулировки основных по-
ложений этих областей знания. В классической механике это формулировки 
Лагранжа, Гамильтона, уравнение Гамильтона − Якоби, канонические преоб-
разования, метод интегральных инвариантов. В квантовой механике это урав-
нение Шредингера, матричная механика Гейзенберга, метод функционального 
интегрирования по траекториям. Большое значение имеет возможность ис-
пользования схожего языка при рассмотрении классических и квантовых яв-
лений, обеспечиваемая так называемым вигнеровским, или смешанным, пред-
ставлением, основанным на свойствах квантовых функций распределения, 
введенных Е. Вигнером. На языке вигнеровских функций распределения мак-
роскопические квантово-механические законы имеют такой же вид, как и 
классические. 

Квантовая механика обычно формулируется в терминах операторов и век-
торов состояний в гильбертовом пространстве. Однако можно ввести эквива-
лентный формализм, который использует функции в фазовом пространстве. 
Тогда физические величины будут представлены преобразованиями Вейля, в 
то время как роль оператора плотности играет функция Вигнера. 

Преобразование Вейля является операцией, инвариантной относительно 
линейных канонических преобразований динамических переменных. Такая 
инвариантность обеспечивается линейным характером показателей экспонен-
ты в преобразовании Вейля. 

Переход к смешанному представлению осуществляется следующим обра-
зом. Рассматривая для простоты одночастичную матрицу плотности в коор-
динатном представлении, совершаем переход к новым пространственным пе-
ременным 
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Здесь σ1 и σ2 − спиновые переменные. Далее совершается преобразование Фу-
рье по переменной rG : 
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Функция ),(
21

Rpf
GG

σσ  называется равновесной квантовой функцией распреде-
ления Вигнера. Формула обратного преобразования имеет вид: 
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Все фигурирующие величины в смешанном представлении остаются мат-
рицами в спиновом пространстве. Спиновые индексы при использовании 
функции распределения Вигнера часто в явном виде не выписываются. 

В неравновесном случае при учете межчастичного взаимодействия в при-
ближении самосогласованного поля кинетическое уравнение для функции 
распределения Вигнера получается из уравнения Неймана и имеет вид 
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где U — оператор потенциальной энергии (потенциал самосогласованного 
поля), для которого не предполагается медленность изменения в пространстве 
и во времени. 

При учете корреляционной части межчастичного взаимодействия удобно 
исходить из уравнений для квантовых функций Грина в варианте, предложен-
ном Кадановым и Беймом [1]. В ходе изучения алгебраических свойств объек-
тов, входящих в кинетические уравнения, метод Каданова—Бейма позволяет 
представить точные уравнения для квантовых корреляционных и гриновских 
функций в более компактном виде. 

В технике Каданова—Бейма используются гриновская функция g  и корре-
ляционные функции >g  и <g , а четвертая функция g  является их комбинацией: 

 

<>+=+ gggg . 
 

Отметим, что нетрудно установить связь этих функций с запаздывающими 
и опережающими функциями Грина αr,g , определяемыми соотношениями: 

 

>< +−=−= gggggr , 

 

<> +−=−= ggggg α . 
 

В уравнении для корреляционной функции <g  можно перейти к смешан-
ному представлению не только по пространственным, но и по временным пе-
ременным. После преобразования Фурье по разности временных аргументов 
это уравнение принимает вид [2]:  
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где использованы обозначения 
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и введен массовый оператор: 
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в формуле (3) под HFσ  подразумевается массовый оператор в приближении 
Хартри—Фока. Мнимая часть массового оператора Г связана с энергетиче-
скими функциями ><,σ  соотношением: 

 

<> +=Γ σσ . 
 

Корреляционная функция <g , через которую выражаются физические 
характеристики системы, равна произведению спектральной функции 

),( TRpa
GG

ω  на вигнеровскую функцию распределения ),( TRpf
GG

ω . Согласно 
формуле (2), спектральная функция a  определяется скачком функции Грина 
g  при переходе через вещественную ось. Для нее из формул (1)–(3) можно 
получить выражение [3]  
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где использовано обозначение 
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а квадратными скобками с индексом «p» обозначены обобщенные квантовые 
скобки Пуассона [1]: 
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Соотношение (4) является точным, поскольку при его выводе не наклады-
вается никаких предположений о скорости изменения внешнего возмущения в 
пространстве и во времени и о силе межчастичного взаимодействия. С помо-
щью этого выражения в каждом конкретном случае можно получить более 
простые приближенные соотношения со строгой оценкой условий, при кото-
рых эти соотношения являются справедливыми. 

При явном учете матричного характера функции Грина в спиновом про-
странстве (например, при наличии внешнего магнитного поля) разложение 
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операторной экспоненты приводит к появлению коммутаторов и антикомму-
таторов [4]. Преобразования Вейля для коммутаторов и антикоммутаторов 
раскладываются в ряд по 2= . При этом ряд для преобразований Вейля от ан-

тикоммутатора }{
2
1 A,B  начинается с произведения преобразований Вейля A и 

B, а ряд для преобразования Вейля от коммутатора ][A,Bi
=

−  начинается со 

скобок Пуассона преобразований Вейля операторов A и B. 
Классический предел физической величины выступает как предел при 

0→=  преобразования Вейля соответствующего оператора. Для оператора 
плотности ситуация несколько иная, поскольку в квантовой механике сущест-
вуют физические состояния, которые не имеют классического аналога. Это 
означает, что функция Вигнера в пределе 0→=  не всегда переходит в клас-
сическую функцию распределения. 

В заключение отметим, что, как показано в работе [5], уравнения для 
корреляционных функций в смешанном представлении в методе Кадано-
ва—Бейма полностью эквивалентны диаграммной технике Келдыша для 
произвольных неравновесных систем [6]. Отметим, что в рамках метода 
Каданова—Бейма имеются возможности как к обобщению результатов на 
более сложные случаи, так и к строгой оценке условий справедливости ис-
пользуемого приближения, в то время как диаграммная техника Келдыша, 
как правило, более удобна для выполнения конкретных расчетов в опреде-
ленных приближениях. 

В настоящее время техника Каданова—Бейма активно используется в са-
мых разных областях физики, таких как исследование неравновесных функ-
ций Грина бозе–эйнштейновского конденсата в гармонических пучках [7], по-
лупроводниковых гетероструктур [8], вычисление немарковских интегралов 
столкновений для инфинитных ферми-жидкостей [9] и т. п. 
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THE WIGNER REPRESENTATION 
IN MODERN THEORETICAL PHYSICS 

 
Wigner representation for distribution functions is very important in modern 

physical theory: it allows the formulation of quantum mechanics and statistics in 
terms of classical theory. Under this approach, physical values are easily repre-
sented by appropriate Weyl transformations. It is demonstrated how the Wigner 
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representation can be used both in equilibrium and non-equilibrium cases. Using 
this approach we demonstrate the equivalence between the Kadanoff—Baym and 
the Keldysh techniques in the non-equilibrium statistical mechanics. 
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ПОЛУКЛАССИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ 
КОГЕРЕНТНЫХ ОПТИЧЕСКИХ ЭФФЕКТОВ 
В БОЗЕ–ЭЙНШТЕЙНОВСКОМ КОНДЕНСАТЕ 

АТОМАРНЫХ ГАЗОВ 
(Работа выполнена при поддержке Минобразования РФ и РФФИ, 

проект № 01-02-17075) 
 

Предложена полуклассическая теория рассеяния и распространения 
света в бозе–эйнштейновском конденсате разреженного атомарного газа. 
Выбрав в качестве базиса состояний состояния атомов с определенными 
значениями импульсов, мы приводим вывод нелинейного уравнения Шредин-
гера. Его решения описывают эволюцию интенсивности излучения и засе-
ленностей когерентных атомных состояний с различными значениями им-
пульсов отдачи. 

 
В последнее время большой интерес вызывают исследования, связанные с 

получением бозе–эйнштейновского конденсата разреженных паров щелочных 
металлов с помощью лазерного и испарительного охлаждения [1–6]. Обстоя-
тельные обзоры теоретических и экспериментальных достижений в этой об-
ласти можно найти в работах [7–8]. 

Общий подход к проблеме взаимодействия света с вырожденным бозе-
газом атомов содержится в работах [9–11]. В частности, квантовоэлектроди-
намическое описание рассеяния света на БЭК было выполнено в статье [12]. 
Полуклассическая теория сверхизлучательного рассеяния для модели «оде-
того» атома была развита в работах [13–14]. Авторы этих работ эффектив-
но исключают из рассмотрения возбужденные электронные состояния и 
ограничиваются базисом, состоящим из основных электронных состояний 
с различными импульсами поступательного движения. Записанные в таком 
базисе уравнения Максвелла—Блоха дополнены феноменологическими ре-
лаксационными членами, в частности, членом, описывающим линейные 
потери поля за счет выхода излучения из системы. В наших работах [15–
17], обобщение которых представляет данная публикация, мы также ис-
пользуем полуклассический подход, но сохраняем в базисе возбужденные 
электронные состояния и явным образом решаем задачу о распространении 
света через систему. 

Так же, как в упомянутых выше работах [10–11], мы рассматриваем 
БЭК как идеальный газ, пренебрегая прямыми межатомными взаимодейст-
виями и учитывая лишь взаимодействие атомов с поперечным электромаг-
нитным полем. Такая возможность оправдывается оценкой величины хи-
мического потенциала при температурах ниже критической. Для системы, 
использованной в экспериментах [4–6], химический потенциал на один-два 
порядка меньше кинетической энергии атомов, получаемой ими в процессе 
рассеяния. 

 




