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Таким образом, экспериментальные данные находят качественное под-
тверждение в рамках изложенной математической модели. Для того чтобы 
дать количественную оценку, нужно определить на основе эксперименталь-
ных данных коэффициенты в разложении )(αC . Этого можно достичь путем 
сравнения экспериментальных данных с модельными расчетами. Коэффици-
енты в разложении )(αC  можно подобрать простым перебором. В итоге по-
лучим модель колебаний стенки для любой конкретной артериолы. Зная ко-
эффициенты в разложении функции )(αC , можно определить условия, при 
которых возможен переход к истинно хаотическим колебаниям стенок арте-
риолы, которые наблюдаются в экспериментах. 
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MATHEMATICAL MODEL OF FLUCTUATIONS 
OF ARTERIOLAR WALL 

 
The mathematical model simulating fluctuations of arterial wall under influ-

ence of a flow of blood is developed. The various modes of fluctuations of arterio-
lar wall, in particular, fading and not fading fluctuations, are considered. The 
modeling accounts qualitatively confirm experimental data. The additional ex-
perimental data are necessary for a quantitative estimation. 

 
 
 

УДК 532.591 С. И. Перегудин 
 

ВОЛНЫ МАЛОЙ АМПЛИТУДЫ 
В ДВУХСЛОЙНОЙ ЖИДКОСТИ НАД ГОРИЗОНТАЛЬНЫМ ДНОМ 
 

В работе рассматривается непотенциальное движение двух слоев 
идеальной несжимаемой неоднородной жидкости над твердым, гори-
зонтальным и недеформируемым дном. Представленная математиче-
ская модель реализована в линейной аппроксимации. Получено дисперси-
онное соотношение, характеризующее зависимость циклической часто-
ты от волнового числа и относительной глубины каждого слоя. 

 
Рассмотрим задачу о движении двух слоев идеальной неоднородной жид-

кости над горизонтальным твердым недеформируемым дном. Все величины, 
относящиеся к нижнему слою, обозначим индексом 1, к верхнему — индек-
сом 2. Прямоугольную декартову систему координат Oxyz  расположим таким 
образом, чтобы невозмущенная поверхность раздела водных слоев совпадала 
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с плоскостью z = 0. Свободная поверхность, поверхность раздела водных сло-
ев и поверхность дна в текущий момент времени  t соответственно будут 
иметь вид ),,(22 tyxHz η+= , ),,(1 tyxz η= , z = –H, где H2 и H0 — толщина 
верхнего и нижнего слоя в невозмущенном состоянии. Уравнения движения 
идеальной неоднородной жидкости в момент времени t  имеют вид [1, 3–5] 
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где ( ) z,t)y,(x,v,v,vv jzjyjxj = , ),,,( tzyxjρ , t)z,y,(x,pj  — соответственно ско-
рость, плотность и давление в j-м слое жидкости (j = 1,2), ),0,0( gg −= . 

На твердом недеформируемом дне z = –H  выполняется условие непроте-
кания 
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на поверхности раздела ),,,(1 tzyxz η=  выполняются условия: кинематиче-
ское 
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и динамическое, состоящее в непрерывности давления  
 

                                                    21 pp = . (4) 
 

На свободной поверхности ),,(22 tyxHz η+=  также выполняются кинемати-
ческое и динамическое условия 
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Уравнения движения (1) с учетом условий на свободной поверхности и по-
верхности раздела имеют решение 
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Здесь (z)v(z),u(z),p~(z),ρ~ jjjj  — произвольные заданные функции.  
Движение жидкости представим в виде [1] 
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штрих характеризует возмущенное движение.  
Рассмотрим исходную задачу для возмущенного движения 
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Граничные условия (2) — (5) примут вид 
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Рассмотрим соответствующую линейную задачу. Уравнения возмущенного 
движения 

 

,0div,0
~

)()( =′=′+
∂

′∂
+

∂

′∂
+

∂

′∂
jjz

jj
j

j
j

j vv
dz

d
y

zv
x

zu
t

ρρρρ
 

 

,)()()(~
x
p

v
dz
du

y
v

zv
x

v
zu

t
v

z j
jz

jjx
j

jx
j

jx
j ∂

′∂
−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ′+
∂

′∂
+

∂

′∂
+

∂

′∂
ρ  

 

,)()()(~
y
p

v
dz
dv

y
v

zv
x

v
zu

t
v

z j
jz

jjy
j

jy
j

jy
j ∂

′∂
−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ′+
∂

′∂
+

∂

′∂
+

∂

′∂
ρ  

 

z
p

g
y

v
zv

x
v

zu
t

v
z j

j
jz

j
jz

j
jz

j ∂

′∂
−′−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

′∂
+

∂

′∂
+

∂

′∂
ρρ )()()(~  

 

с граничными условиями 
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Рассмотрим решение в виде бегущей волны с частотой ω  и волновым чис-
лом ),( 21 kkk = : 
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Для определения соответствующих амплитуд имеем уравнения  
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            ωρ −+=′−−= )()()(),()()()(~)( 21 zvkzukzrzPzgRzVzzir jjjjjjzjj  (6) 
 

с граничными условиями 
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В результате преобразований уравнений (6) с граничными условиями (7) 
получим краевую задачу для функции )()( zVzw jzj = : 
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В результате замены  
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для функции )( zVj  получим уравнение 
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с граничными условиями 
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При const)( =zq j  имеем zqCzqCzV j
j

j
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j sincos)( 21 += . Удовлетворяя 

граничным условиям, получим систему уравнений для определения jj CC 21 ,  
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отличные от нуля коэффициенты которой имеют вид  
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Условие существования нетривиального решения системы (8) определяет 
дисперсионное соотношение для ),( 21 kkωω =  

 

[ ].ctg
tg
tg

012131
2262

2226
425 Hqq

Hqq
Hqq

q βββ
β

β
ββ +=

−
+

+  

 

Функции (z)Vj  примут вид 
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C~  — произвольная действительная постоянная. Искомые параметры возму-
щенного движения имеют вид 

 

,)()(exp)(
0

21 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+=′ ∫

−

z

H
jjjz dtykxkizVv ξξαω  

,)()(exp)()(
)(

1

0
2111

21
22 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
′−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

′−′
=′ ∫

−

z

H
jjjj

j

jj
jx dtykxkizVkzVk

zr
ukvk

k
ki

v ξξαωα  

,)()(exp)()(
)(

1

0
2122

12
12 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
′−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

′−′
=′ ∫

−

z

H
jjjj

j

jj
jy dtykxkizVkzVk

zr
vkuk

k
ki

v ξξαωα  

( )[ ] ,)()(exp)()()()()(
~

0
212 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+′+′−=′ ∫

−

z

H
jjjjjjj

j
j dtykxkizVzrzVzrzr

ki
p ξξαωα

ρ  

,)()(exp)(
)(

~

0
21 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+=′ ∫

−

z

H
jj

j

j
j dtykxkizV

zir
ξξαω

ρ
ρ  

,)()(exp
)0(

~ 0

121
1

1
1

1
0

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+=′ ∫

−H
dtykxki

ir
CC ξξαωη  



МАТЕМАТИКА 
 

 

 32

( ) .)()(expsincos
)(

~
2

0
2212222

2
1

22
2 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−++=′ ∫

−

H

H
dtykxkiHqHqC

Hir
C ξξαωη  

 

Отношение амплитуд внутренней и поверхностной волны 
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В случае экспоненциального распределения плотности )exp()(~
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уравнение для )(zq j  примет вид  
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Данное обыкновенное дифференциальное уравнение при помощи подста-
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аналитическое решение которого при 
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В случае )(zqq jj =  построим решение )(),( 21 zVzV jj  с учетом начальных 
условий [1] 

 

.1)0(,0)0(,0)0(,1)0( 2211 =′==′= jjjj VVVV  
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получим уравнение для определения ),( 21 kkωω = : 
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согласно которому можно определить все искомые параметры возмущенного 
движения. 
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S. Peregudin 

 
LOW AMPLITUDE WAVES IN TWO-LAYER LIQUIDS 

OVER A HORIZONTAL BOTTOM 
 

The article is devoted to non potential movements of two layers of ideal in-
compressible nonhomogenious liquid over a horizontal undeformable bottom. 
This mathematical model is given in linear approximation. The dispersion corre-
lation characterizes the dependence of circular frequency upon wave number and 
relative depth of each layer. 

 




