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S. Peregudin 

 
THE PROBLEM ON LOW AMPLITUDE WAVES 

IN THE CHANGEABLE DEPTH CHANNEL 
 

The article is devoted to two problems of hydrodynamics and the wave theory: 
non potential movement of an ideal incompressible non-uniform liquid above a firm 
and deformable bottom. A mathematical model is analytically given in a linear ap-
proximation. The final solutions allow defining a wave mode for the researched wa-
ter area. 
 
 
 

В. Н. Горбузов, С. Н. Даранчук 
 

ИНТЕГРАЛЬНЫЙ БАЗИС СИСТЕМЫ ЯКОБИ—ГЕССЕ 
В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 

 
Для якобиевой линейной однородной системы Якоби—Гессе в частных про-

изводных разработан спектральный метод построения интегрального базиса. 
 
Рассмотрим линейную однородную дифференциальную систему уравне-

ний в частных производных 
 

( ) 0,   1, ,j x u j mℑ = =  (1) 
 

построенную на основании не являющихся линейно связанными на арифмети-
ческом пространстве R n  линейных дифференциальных операторов 

 

, 1
1

( ) ( ( ) ( )) ,   R ,   1, ,
i

n
n

j ji i j n x
i

x a x x a x x j m+
=

ℑ = − ∂ ∀ ∈ =∑  

где функции 

 , 1
1

: ,   R ,   1, ,   1, 1,
n

n
j j i i j n

i
a x a x a x j m nτ τ τ τ+

=

→ + ∀ ∈ = = +∑  

 

коэффициенты 
 

 ( 1, ,  1, 1,  1,n 1 )ja j m nτ δ τ δ= = + = +  суть числа из поля R такие, 
что 

 

, 1,
1
| |  0,   1, .

n

j n i
i

a j m+
=

≠ =∑  (2) 
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Cистему (1) назовем системой Якоби—Гессе в частных пpоизводных, по 
необходимости [1. С. 70] считая .m n<  

Дифференциальную систему (1) будем рассматривать в предположении 
выполнения системы коммутатоpных тождеств 

 

[ ( ), ( )] 0,   R ,   1, ,   1, ,n
j x x x j m mζ ζℑ ℑ = ∀ ∈ = =  (3) 

 

которые выражают якобиевость [2] системы (1). 
Поставим задачу построения интегрального базиса якобиевой системы (1), 

который состоит из n m−  функционально независимых на области X простран-
ства R n  первых интегралов [1]. 

Отметим, что на основании метода частных интегралов [3] для якобиевой 
линейной однородной системы в частных производных, построенной на осно-
вании дифференциальных операторов с линейными координатными функциями 
[4], а также для R-линейной системы в полных дифференциалах [5] спектраль-
ным методом построены интегральные базисы. 

В работах [6–8] решена задача по построению базиса первых интегралов с 
точностью до последнего множителя якобиевой системы (1) путем приведения 
ее к каноническим видам методом нормальных форм Жордана. 

В данной работе задача нахождения интегрального базиса якобиевой сис-
темы (1) решена спектральным методом в замкнутом виде. 

В основе разработанного подхода лежит метод частных интегралов мно-
гомерных полиномиальных дифференциальных систем из работ [3] и [9]. 

 
Линейный частный интеграл 

 
Условия Фробениуса (3) равносильны перестановочности матриц коэф-

фициентов [10] дифференциальной системы (1): 
 

,   1, ,   1, ,j jA A A A j m mζ ζ ζ= = =  
 

где квадратные матрицы || ||j jA a δτ=  имеют pазмеp 1n + , а элементами их 
столбцов являются коэффициенты линейных неоднородных функций 

,  1, ,  1, 1.ja j m nτ τ= = +  
С учетом связей [11] между собственными числами и собственными век-

торами перестановочных матриц имеет место 
Лемма 1. Пусть 1 1 colon( , , )nν ν ν += …  ― общий собственный вектор 

матриц ,  1, .jA j m=  Тогда линейная неоднородная функция 
 

1
1

: ,   R   ( C,  1, 1 )
n

n
i i n

i
p x x x nτν ν ν τ+

=

→ + ∀ ∈ ∈ = +∑  (4) 

 

является частным интегралом якобиевой системы (1). 
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Доказательство. Функция (4) является частным интегралом системы (1), 
если и только если выполняется система тождеств 

 

, 1( ) ( )( ( ) ),   R ,   C,  1, .j n j
j j np x p x a x x j mλ λ+ℑ = − + ∀ ∈ ∈ =  (5) 

 

Система тождеств (5) имеет место тогда и только тогда, когда совместна 
линейная однородная система 

 

( ) 0,   1, ,j
jA E j mλ ν− = =  (6) 

 

где Е― единичная матрица pазмеpа 1,n +  т. е. когда ν  ― общий собственный 
вектор матриц ,  1, .jA j m=  При этом ,  1,j j mλ =  ― собственные числа матриц 

,jA  которым соответствует собственный вектор .ν  
Систему 
 

det( ) 0,   1,j
jA E j mλ− = =  (7) 

 

будем называть интегральной характеристической системой, а ее корни ― ин-
тегральными характеристическими корнями системы (1). 

Заметим, что лемма 1 коppектна, так как у матpиц jA  элементы 

, 1, ,  1, ,  1,j n ia i n j m+ = =  одновременно не pавны нулю, а значит, у матриц 

,  1,jA j m=  нет собственного вектоpа 1(0, ,0, )nν +…  пpи 1 0.nν + ≠  

Действительно, если бы числа 1 10,  0n nν ν ν += = = ≠…  были решением 

системы (6), где jλ  ― собственные числа матриц ,  1, ,jA j m=  которым соответ-
ствует собственный вектор ,ν  то 

 

, 1, 1 0,   1, ,   1, ,j n i na i n j mν+ + = = =       т. е.    , 1, 0,   1, ,   1, ,j n ia i n j m+ = = =  
 

что противоречит условию (2). 
Таким образом, частные интегралы якобиевой системы (1) можно нахо-

дить по матрицам коэффициентов ,  1,jA j m=  этой системы. Построение же 
первых интегралов якобиевой системы (1) будем вести на основании ее частных 
интегралов в следующих возможных случаях. 

 
Случай простых вещественных 

интегральных характеристических корней 
 
Введем обозначения: 
 

1 1 1
1

( , , ),    ( ) .
n

k k k k k
n k i i n

i

p x xν ν ν ν ν+ +
=

= = +∑…  
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Т е о р е м а  1. Пусть ,  1, 2k k mν = +  ― общие вещественные линейно не-
зависимые собственные векторы матриц ,  1, .jA j m=  Тогда функция 

 
2

1

:  | ( ) | ,   ,k

m
h

k
k

W x p x x X
+

=

→ ∀ ∈∏  (8) 

 

где вещественные числа ,  1, 2kh k m= +  являются нетpивиальным решением ли-
нейной однородной системы 

 
2 2

1 1
 0,     0,   1, ,

m m
j

k k k
k k

h h j mλ
+ +

= =

= = =∑ ∑  (9) 

 

коэффициенты которой ,  1, 2,  1,j
k k m j mλ = + =  ― вещественные собственные 

числа матриц ,  1, ,jA j m=  которым соответствуют собственные векторы 

,  1, 2,k k mν = +  на любой области Х из множества определения DW  является 
первым интегралом якобиевой системы (1). 

Действительно, согласно лемме 1, линейные функции 
 

: ( ),   R ,   1, 2n
k kp x p x x k m→ ∀ ∈ = +  

 

будут частными интегралами системы (1), при этом на R n  
 

, 1( ) ( )( ( ) ),   1, ,   1, 2.j
j k k j n kp x p x a x j m k mλ+ℑ = − + = = +  (10) 

 

Тогда функция (8) при условии (9) будет первым интегралом на области Х 
системы (1), так как ее производные Ли в силу системы (1) с учетом тождеств 
(10) на области X равны 

 

2 2

, 1
1 1

( ) ( )   ( ),   1, .
m m

j
j j n k k k

k k

W x a x h h W x j mλ
+ +

+
= =

⎛ ⎞ℑ = − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑  

 

Например, интегpальный базис якобиевой системы 
 

1 21 2 1 2 2 2 2( 2 7 4 ( 7 6)) ( ( 7 6))x xx x x x u x x x u− + + − − − ∂ + − − − ∂ +  
 

31 2 3 3 2(3 7 4 ( 7 6)) 0,xx x x x x u+ − + − − − − ∂ =  
 

1 21 2 1 2 2 2 2( 6 2 ( 6 3)) (3 ( 6 3))x xx x x x u x x x u− + + − − − ∂ + − − − ∂ +  
 

31 2 3 3 2(4 6 3 2 ( 6 3)) 0xx x x x x u+ − + − − − − ∂ =  
 

на любой области 3
2,  { : 0} R ,X X x x⊂ ≠ ⊂  образует функция 

 

1 3

2

: ,x xW x
x
+

→  
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построенная на основании теоремы 1 по общим собственным векторам 
 

1 2 3 4(0,1,0,1),   (1,0,0,1),   (1,0,1,0),   (0,1,0,0),   ν ν ν ν= = = =  
 

и соответствующим им собственным числам 
 

1 1 1 1 2 2 2 2
1 2 4 3 1 2 4 36,   2,   1;      3,   1,   3.λ λ λ λ λ λ λ λ= − = − = = = − = − = =  

 
Случай простых комплексных 

интегральных характеристических корней 
 
Если полином (4) ― комплекснозначный частный интеграл дифференци-

альной системы (1), то система тождеств (5) распадается на вещественную сис-
тему тождеств 

 

, 1   ˆ Re ( ) Re ( )( ( ) ) Im ( ) ,j j
j j np x p x a x p xλ λ+ℑ = − + −  

 

                            , 1    ˆ Im ( ) Re ( ) Im ( )( ( ) ),j j
j j np x p x p x a xλ λ+ℑ = + − +  (11) 

 

 ˆR ,   ,   1, .n j j jx i j mλ λ λ∀ ∈ = + =  
 

И имеет место 
Лемма 2. Линейная неоднородная функция (4) является комплекснознач-

ным частным интегралом дифференциальной системы (1) тогда и только то-
гда, когда выполняется система тождеств (11). 

На основании леммы 2 устанавливаем 
Свойство 1. Если система (1) имеет комплекснозначный частный инте-

грал (4), то комплексно сопряженная функция p  также является комплексно-
значным частным интегралом системы (1). При этом, наряду с системой 
тождеств (5), имеет место система тождеств 

 

, 1( ) ( ) ( )  ,   R ,   1, ,( )j n
j j np x p x a x x j mλ+ℑ = − + ∀ ∈ =  

 

где числа ,  1,j j mλ =  комплексно сопряжены соответственно с числами 
,  1,j j mλ =  из тождеств (5). 

Свойство 2. Если система (1) имеет комплекснозначный частный инте-
грал (4), то полином 2 2: Re ( ) Im ( ),  R nP x p x p x x→ + ∀ ∈  будет вещественным 
частным интегралом системы (1), причем 

 

, 1
ˆ( ) 2 ( )( ( ) ),   R ,   1, ,j n

j j nP x P x a x x j mλ+ℑ = − + ∀ ∈ =  
 

где числа  ˆ ,  1,j j j i j mλ λ λ= + =  находим из тождеств (5). 
Свойство 3. Пусть система (1) имеет комплекснозначный частный ин-

теграл (4). Тогда для функции 
 

 

 

Im ( ): arctg ,   ,
Re ( )

p xx x X
p x

ϕ → ∀ ∈  
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производные Ли в силу системы (1) равны 
 

( ) ,   ,   1, ,j
j x x X j mϕ λℑ = ∀ ∈ =  

 

где числа  ˆ ,  1,j j j i j mλ λ λ= + =  находим из тождеств (5), область Х из про-
странства R n  не содержит нулей функции Re .p  

Дополнительно введем обозначения: 
 

1 1
1 1

ˆ ˆˆ ( ) ,    ( ) ,
n n

k k k k
k i i n k i i n

i i

p x x p x xν ν ν ν+ +
= =

= + = +∑ ∑  

 

2 2 ( )ˆ( ) ( ) ( ),    ( ) arctg .
ˆ ( )

k
k k k k

k

p xP x p x p x x
p x

ϕ= + =  

 

Т е о р е м а  2. Пусть  ˆ,  ,  1, 1,  1, ,k k k
k i n k sτ τ τν ν ν ν τ= + = + = ( 2) / 2s m≤ +  и 

,  1, 2s m sθν θ = + + −  ― соответственно общие линейно независимые ком-
плексные (среди которых нет комплексно сопряженных) и вещественные соб-
ственные векторы матриц ,  1, .jA j m=  Тогда первым интегралом на области Х 
якобиевой системы (1) будет функция 

 
2

ˆ

1 1

: ( ) exp 2 ( )     | ( ) | ,( )k

s m s
h h

k k k
k s

W x P x h x p x θ
θ

θ

ϕ
+ −

= = +

→ −∏ ∏  (12) 

 

где Х ― любая область из множества определения D ,W  вещественные числа 
ˆ ,  ,  1, ,k kh h k s=  и ,  1, 2h s m sθ θ = + + −  составляют нетривиальное решение ли-
нейной однородной системы 

 
2

1 1

ˆ2    0,
s m s

k
k s

h hθ
θ

+ −

= = +

+ =∑ ∑  

 
2

1 1
  ˆˆ2   0,  1, ,( ) 

s m s
j j j

k k k k
k s

h h h j mθ θ
θ

λ λ λ
+ −

= = +

− = =+∑ ∑  (13) 

 

где  ˆj j j
k k k iλ λ λ= +  и Rj

θλ ∈  ― собственные числа матриц ,  1, ,jA j m=  которым 
соответствуют собственные векторы kν  и .θν  

Доказательство. Согласно лемме 1 и свойству 1 функции 
 

  ˆ ˆ: ( ) ( ) ,    : ( ) ( ) ,    : ( ),k k k k k kp x p x p x i p x p x p x i p x p xθ θ→ + → − →  

 

R ,   1, ,   1, 2nx k s s m sθ∀ ∈ = = + + −  
 

являются частными интегралами системы (1). 
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Значит, на пространстве R n  выполняется система тождеств 
 

2

, 1
4ˆˆ ˆ( ) ( )( ( ) ) ( ) ,

2
j j

j k k j n k k k
b b acp x p x a x p x

a
λ λ+

− ± −
ℑ = − + −  

 

, 1 ˆˆ( ) ( ) ( )( ( ) ),j j
j k k k k j n kp x p x p x a xλ λ+ℑ = + − +  (14) 

 

, 1( ) ( ( ) ) ( ),   1, ,   1, ,   1, 2 .j
j j np x a x p x j m k s s m sθ θ θλ θ+ℑ = − + = = = + + −  

 

Тогда функция (12) при условии (13) будет первым интегралом на области 
Х системы (1), так как ее производные Ли в силу системы (1) с учетом тождеств 
(14) и свойств 2, 3 равны 

 

2

, 1
1 1

ˆ( ) ( ) 2    ( s m s

j j n k
k s

W x a x h hθ
θ

+ −

+
= = +

⎛ ⎞
ℑ = − + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑  

 

2

1 1
  ˆˆ2  ( ) 0,   ,  1, .( ) )s m s

j j j
k k k k

k s
h h h W x x X j mθ θ

θ

λ λ λ
+ −

= = +

+ − = ∀ ∈ =+∑ ∑  

 

Т е о р е м а  3. Пусть 2 1 2,  k kν ν−   
2 1 ˆ ,( k k k iτ τ τν ν ν− = +   

2 ˆ ,k k k iτ τ τν ν ν= −  

1, ,k s=  ( 1) / 2,s m≤ + 1, 1)nτ = + , 12 +sν  
2 1 2 1 2 1ˆ ,  1, 1( )s s s i nτ τ τν ν ν τ+ + += + = +  и 

,θν 2 2, 2s mθ = + +  ― соответственно общие комплексные и вещественные 
собственные векторы матриц ,  1, .jA j m=  Тогда первыми интегралами на об-
ласти Х якобиевой системы (1) будут функции 

 

2 1 2
ˆ ˆ

1 2 1 2
1

 : ( ( )) exp 2 ( )( ( ) )k k

s
h h

k k k k
k

W x P x h h xϕ− +
−

=

→ − − ×∏  

 

2 1

m 2
ˆ ˆ2

2 1 2 1 2 1
2s 2

 ( ( )) exp 2 ( )   ( ),( )sh h
s s sP x h x p xθ

θ
θ

ϕ+

+

+ + +
= +

× − ∏  (15) 

 

и 
 

2 1 2
2 2 1 2

1

 ˆ ˆ: ( ( )) exp 2 ( )( ( ) )k k

s
h h

k k k k
k

W x P x h h xϕ− +
−

=

→ − ×∏  

 

2 1

m 2
2

2 1 2 1 2 1
2s 2

 ˆ( )) exp 2 ( )   ( ),( )sh h
s s sP x h x p xθ

θ
θ

ϕ+

+

+ + +
= +

× ∏  (16) 

 

где Х ― любая область из множества 1 2D D ,W W∩  комплексные числа 
ˆ ,   1, 2 k k kh h h i k m= + = +  составляют нетривиальное решение системы (9), в 

которой коэффициенты 2 1
ˆ ,j j j

k k k iλ λ λ− = + 2
ˆ ,j j j

k k k iλ λ λ= −  1, ,k s=  2 1
j
sλ + =  

 2 1 2 1
ˆ j j

s s iλ λ+ += +  и ,j
θλ 2 2, 2,s mθ = + +  ― соответственно комплексные и веще-
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ственные собственные числа матриц ,jA 1, ,j m=  которым соответствуют 

собственные векторы ,  1, 2.k k mν = +  
Доказательство. Построим две функции на области Х: 
 

22 1 2 1

2

2 1
1 2 2

 : ( ) ( ) ( )    | ( ) | ,kk s

s mhh h h
k k s

k s

W x p x p x p x p x θ
θ

θ

− +

+

+
= = +

→ ⋅∏ ∏  

 

2 1 2 12

2

2 1
1 2 2

 : ( ) ( ) ( )    | ( ) | ,k sk

s mh hh h
k k s

k s

W x p x p x p x p x θ
θ

θ

− +
+

+
= = +

→ ⋅∏ ∏  

 

где ˆ ,   1, 2 k k kh h h i k m= + = +  ― некоторые комплексные числа. 
При условии (9) производные Ли в силу системы (1) 
 

( ) ( ) 0,   ,   1, ,j jW x W x x X j mℑ = ℑ = ∀ ∈ =  
 

а значит, функции W  и W  являются первыми комплекснозначными интеграла-
ми на области Х якобиевой системы (1). 

Положив 
 

1 2( ) ( ) ( ),   ( ) ( ( )) ( ( )) ,   ,i iW x W x W x W x W x W x x X−= = ∀ ∈  
 

получим первые интегралы (15) и (16) соответственно. 
Например, для якобиевой системы 
 

1 21 2 1 14 1 2 2 14
1 5 1( ) ( )
2 4 2x xx x x a x u x x x a x u⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − ∂ + − − − ∂ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 

3 41 2 3 3 14 4 14
5 3 1 ( ) ( ) 0,
8 4 2 x xx x x x a x u x a x u⎛ ⎞+ + + + − ∂ − ∂ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

1 21 2 1 24 1 2 24
52 2 ( ) ( )
2

( ) x xx x x a x u x x a x u⎛ ⎞+ − ∂ + − − ∂ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

3 41 3 24 4 4 24
5 1 ( ) ( ) 0,
4

( )x xx x a x u x x a x u⎛ ⎞+ + − ∂ + − ∂ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

где 4
14 2 3 24 2 3: 2 1,   : 2 4 ,  R ,a x x x a x x x x→− − + → − − ∀ ∈  на основании собствен-

ных чисел 
 

1 1 1 1 1
1 2 3 4 5,   ,   1 ,   1 ,   0;i i i iλ λ λ λ λ= = − = + = − =  

 
2 2 2 2 2

1 2 3 4 51 2 ,   1 2 ,   2 ,   2 ,   1i i i iλ λ λ λ λ= + = − = = − =  
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и общих собственных векторов 
 

1 2 3(1 2 ,2,0,0,0),   (1 2 ,2,0,0,0),   (0, , 2 ,0,1),   i i i iν ν ν= + = − =  
 

4 5(0, , 2 ,0,1),   (0,0,0,1,0)i iν ν= − − =  
 

строим (теоремы 2 и 3) базис первых интегралов на любой области Х из множе-
ства 1 2 4{ : 2 0,  0}x x x x+ ≠ ≠  пространства 4R :  

 

1
1 2 2

1 2

2: arctg arctg( 2 ),
2
xW x x x

x x
→ − +

+
     

2 2
1 2 1

2 2
4

( 2 ) 4: .x x xW x
x

+ +
→  

 
Случай кратных интегральных характеристических корней 
 
Из системы (1) произвольным образом выделим уравнение 
 

( ) 0,x uζℑ =  (1.ζ ) 
 

обладающее свойством: число элементарных делителей матрицы Aζ  не превос-

ходит числа элементарных делителей каждой из матриц ,jA  1, .j m=  При этом 
интегральным характеристическим уравнением линейного однородного диффе-
ренциального уравнения в частных производных (1.ζ ) является ζ -е уравнение 
интегральной характеристической системы (7). 

Пусть собственному числу l
ζλ  матрицы Aζ  соответствует собственный 

вектор 0 0 0
1 1( , , )l l l

nν ν ν += …  и элементарный делитель кратности s. Вектор 

1 1( , , )kl kl kl
nν ν ν += … , координатами которого являются решения системы 

 

1, 1,
1 1 1 1( ) colon( , , ) colon( , , ),kl kl k l k l

l n nA E kζ
ζ λ ν ν ν ν− −

+ +− = ⋅… … 1, 1,k s= −  (17) 
 

назовем k-м присоединенным вектором матрицы Aζ , соответствующим собст-

венному числу .l
ζλ  

Обозначим 1 1( , , )kl kl kl
nν ν ν += … , 1

1
( ) .

n
kl kl

kl i i n
i

p x xν ν +
=

= +∑  

Т е о р е м а  4. Пусть 0lν  и  ,  1, 1,   1,l
ls l rθν θ = − =  ― общие линейно не-

зависимые вещественные собственные векторы матриц ,  1,jA j m=  и присое-
диненные векторы матрицы Aζ  соответствующие собственным числам 

,  1, ,l l rζλ =  имеющим элементарные делители кратности ls  при 
1

 2.
r

l
i

s m
=

≥ +∑  

Тогда первым интегpалом якобиевой системы (1) будет функция 
 

0
0

11

:  | ( ) | exp ( ),   ,
k

h
q q

q

W x p x h w x x X
ξ

ξ

ε

ξ ξ ξ
ξ ==

→ ∀ ∈∑∏  (18) 
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где X ― любая область из DW, функции ,R: →Xwqξ  1, ,q ξε=  1,kξ =  таковы, 
что в каждой точке области X 

 

( ) 1  ,1
1

( ) ( ) ( ),  1, ,  1, ,
i

i
i q i qq

q

p x w x p x i kξ ξξ ξ ε ξ−
−−

=

= = =∑  

 

и 
 

1
 ( 1) 2,   1,   1, ,   .

k
s m s k k rτ ξ ξ

τ
ε ξ

=
+ = + ≤ − = ≤∑  

 

При этом функции-решения ξqw  такие, что ( ) ,  ,j
j q qw x x Xξ ξµℑ = ∀ ∈  

const,j
qξµ =  1, ,q ξε=  1, ,j m= 1, ,kξ =  а числа ,ξqh 0, ,q ξε= 1,kξ =  составляют 

нетривиальное решение линейной однородной системы 
 

 0 0
1 1 1

 0,    0,   1, ,
k k

j j
q q

q
h h h j m

ξε

ξ ξ ξ ξ ξ
ξ ξ

λ µ
= = =

⎛ ⎞
= + = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  

 

где j
ξλ  ― вещественные собственные числа матриц ,jA 1, ,j m=  которым со-

ответствуют собственные векторы 0 ,  1, .kξν ξ =  
Доказательство аналогично доказательству теоремы 4 в работе [4], если 

учесть, что на основании тождеств (17) и леммы 1 производные Ли на R n  в си-
лу системы (1) 

 

  , 1 1,( ) ( ) ( ) ( ),  1, 1,  1, .( )l l n l l lp x p x a x p x s l rζ
ζ θ θ ζ θλ θθ+ −ℑ = − + = − =+ ⋅  

 

Например, для якобиевой системы 
 

1 22 1 1 3 2 3 2 1 3( ( 2 2)) (2 1 ( 2 2))x xx x x x u x x x x x u− − + + ∂ + − − − − + + ∂ +  

 

31 3 1 3( 1 ( 2 2)) 0,xx x x x u+ − − − + + ∂ =  
 

1 21 3 1 2 3 1 2 2 2 3(2 ( 3 1)) ( 2 1 ( 3 1))x xx x x x x u x x x x x u− − − + ∂ + − + + − − + ∂ +  

 

31 3 3 2 3( 3 1 ( 3 1)) 0xx x x x x u+ − + + − − + ∂ =  
 

по собственному числу 1
1 1λ =  с четырехкратным элементарным делителем 

1 4
1( 1)λ − , собственному вектору 0 ( 1,1, 1,0)ν = − −  и присоединенным векторам 

1 (1,0, 1, 1),ν = − − 2 (1, 1,3,0),ν = − 3 ( 3,0,9,9)ν = −  строим на любой области Х из 
множества 1 2 3{ : 0}V x x x x= − + − ≠  функции 

 

1 3
1

1 2 3

1: ,x xw x
x x x
− −

→
− + −
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2
1 2 3 1 2 3 1 3

2 2
1 2 3

( 3 )( ) ( 1): ,
( )

x x x x x x x xw x
x x x

− + − + − − − −
→

− + −
 

 

2
3 1 3 1 2 33

1 2 3

1: ( 3 9 9)( )
( )

(w x x x x x x
x x x

→ − + + − + − −
− + −

 

 

3
1 2 3 1 3 1 2 3 1 33( )( 1)( 3 ) 2( 1) ).x x x x x x x x x x− − + − − − − + + − −  

 

По теореме 4 функция 2w  образует на любой области Х из V интеграль-
ный базис этой дифференциальной системы. 

Возможна ситуация, когда матрицы Aj 1,j m=  имеют некоторое число 
общих комплексных собственных векторов 0 ,lν  которые соответствуют собст-
венным числам l

ζλ  с элементарными делителями кратности .ls  
В этом случае, по теореме 4 (достаточно опустить знак модуля в (18) для 

комплекснозначных функций 0lp ), получим первый интеграл якобиевой систе-
мы (1), который, вообще говоря, будет комплекснозначным. Тогда как и в тео-
ремах 2, 3 для случая простых интегральных характеристических корней, на ос-
новании группировки m + 2 функций ,  0, ,  1,ql lw q l rε= =  получаем веществен-
ные первые интегралы якобиевой системы (1). 
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V. Gorbuzov, S. Daranchuk 
 

THE INTEGRAL BASIS 
OF JACOBI-HESSE PARTIAL DIFFERENTIAL SYSTEM 

 
A spectral method of building the integral basis of Jacobian linear homogeneous 

partial differential Jacobi—Hesse system is elaborated. 
 
 
 

С. В. Жестков, А. А. Романенко 
 

ЧИСЛЕННО-АНАЛИТИЧЕСКИЙ МЕТОД ПОСТРОЕНИЯ 
ТРЕХМЕРНЫХ СОЛИТОНОВ СЕМЕЙСТВА 

МОДИФИЦИРОВАННЫХ УРАВНЕНИЙ КОРТЕВЕГА ДЕ-ФРИЗА 
 

(Работа поддержана INTAS, грант № 03–51–4872) 
 
В работе развит численно-аналитический метод построения трехмерных 

солитонов для нелинейных уравнений в частных производных типа Кортевега 
де-Фриза. 
 
Известно, что построение и анализ трехмерных солитонов является одной 

из актуальных проблем современной теории солитонов. Эта проблема связана с 
тем обстоятельством, что известные методы построения солитонных решений, 
такие как метод обратной задачи рассеяния и метод Хироты, сталкиваются со 
значительными трудностями. Поэтому развитие численно-аналитических мето-
дов является важной и актуальной задачей в теории многомерных солитонов. 

Известно [1], что трехмерный солитон уравнения Кортевега де-Фриза 
(КДФ) был построен численно. Вопросы аналитического построения и матема-
тического обоснования существования трехмерных солитонов для уравнения 
КДФ и его модификаций в общем случае остаются открытыми. 

В настоящей работе исследуется семейство обобщенных модифицирован-
ных уравнений КДФ вида 

 
3 3 3

2 1 4 1
1 2 3 4 53 2 2 ( ) ( ) 0m ma a a a a

t z z x z y z z
+ +∂Φ ∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ ∂ ∂

+ + + + Φ + Φ =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

, (1) 

 

где 1 2 3 4 5, , , ,a a a a a −  произвольные действительные числа, а 0m > . 
Решение уравнения (1) будем строить в виде 
 

( , , ),        z zu x y z ctξ ξΦ = = − , (2) 
 

где с —скорость волны в направлении оси z. Подставив (2) в (1), получим 
 

3 3 3
2 1 4 1

1 2 3 4 53 2 2 ( ) ( ) 0.m m

z z z z z z

u u u uc a a a a u a u
x yξ ξ ξ ξ ξ ξ

+ +∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + + + + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (3) 


