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of the space under consideration? Until recently, problems of this kind arose in the 
study of orthogonal systems, thus leading to intensive development of the theory of 
orthogonal series and orthogonal bases (in particular, of trigonometric Fourier se-
ries). However, many physical problems investigated in the past decades required 
dealing with nonorthogonal series (and, accordingly, nonorthogonal bases). The 
fact that so far the theory of such series is only poorly developed is explained by 
numerous difficulties of principal nature. In this paper, an attempt is made to give a 
simple account of the main distinctions between the theories of orthogonal and bior-
thogonal bases and to present the fundamentals of both theories. 
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О ТЕХНОЛОГИЯХ ПОИСКА СИММЕТРИЙ 
ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 
Рассматривается разрешимость обратной задачи группового анализа для 

некоторых видов нелокальных операторов и обсуждается проблема выбора 
класса операторов. Найдены широкие классы нелинейных обыкновенных диф-
ференциальных уравнений второго и третьего порядка, для которых может 
быть получена в явном виде фактор-система, сводящаяся к одному или двум 
уравнениям Риккати. Таким образом, решения исходных уравнений предста-
вимы через фундаментальные системы решений линейных уравнений 2-го по-
рядка. 
 
Общеизвестно, что доказательство существования решений обыкновен-

ных дифференциальных уравнений (ОДУ) и поиск этих решений в аналитиче-
ской замкнутой форме — принципиально различные задачи. И если теоремы 
существования решений ОДУ (при разумных ограничениях на свойства реше-
ния и функций, входящих в уравнение) доказаны достаточно давно, то исследо-
вания интегрируемости ОДУ в замкнутом виде продолжаются до сих пор, не 
теряя актуальности, несмотря на успехи качественной и численной теорий 
ОДУ. Интересно, что появление первого регулярного алгоритма поиска реше-
ний в замкнутой форме (Софус Ли) в конце XIX века совпало с появлением ус-
тоявшегося мнения о том, что все интегрируемые в замкнутом виде уравнения 
уже известны и надо искать другие методы представления решений. Однако 
оказалось, что групповой анализ позволяет найти большое число уравнений, 
интегрируемость которых не очевидна, а актуальность весьма велика (в много-
численных приложениях и в математическом моделировании). Оказалось воз-
можным решить и ряд обратных задач — найти классы уравнений, обладающих 
априорной симметрией. В конце XX века ситуация повторилась — развитие 
теории нелокальных операторов происходило на фоне признания группового 
анализа ОДУ завершенным научным направлением, пригодным разве что в ка-
честве «учебного полигона». 

Поэтому в последнее десятилетие XX века усилия большинства ученых, 
занимающихся групповым анализом, были направлены на исследование сим-
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метрий уравнений математической физики (УМФ) и поиск инвариантных ре-
шений. Однако редукция УМФ с помощью допускаемой группы опять-таки 
приводит к ОДУ; им удовлетворяют и неизвестные функции, входящие в инва-
риантные решения. В это же время в литературе эпизодически встречаются по-
пытки использования высших симметрий для анализа и интегрирования ОДУ. 
Касательные симметрии рассматриваются в фундаментальных монографиях [3, 
6], нелокальные экспоненциальные операторы (ЭНО) возникают при изучении 
специальных вопросов в работах [5, 7]. 

Существовавшие к тому времени методы поиска высших симметрий 
были недостаточно эффективны: например, при поиске касательных симмет-
рий для ОДУ второго порядка в общем случае мы получаем исходное (ис-
следуемое) уравнение в качестве одного из характеристических уравнений 
при решении определяющей системы. Напомним: абсолютно аналогичная 
ситуация возникает при поиске точечных симметрий для ОДУ 1-го порядка. 
Конечно, можно было бы воспользоваться дискретно-групповым анализом 
[1], который, как показано в работе [4], позволяет для некоторых классов 
уравнений найти автопреобразования Беклунда (соответствующие касатель-
ным преобразованиям на многообразии решений). Однако дискретно-
групповой анализ проведен лишь для очень немногих классов ОДУ, и проце-
дура поиска дискретных симметрий значительно более трудоемка, чем поиск 
инфинитезимальных операторов. 

Поэтому понятен интерес к различным формам нелокальных операторов, 
процедурам поиска которых посвящено в последние годы немало исследований 
(см., например, литературу [2, 8]; в последней работе рассматриваются функ-
ционально-дифференциальные уравнения). Вместе с тем следует учитывать, что 
процедура «конструирования» уравнения из инвариантов — универсального 

0I x=  и первого дифференциального 1 ( , , )I z x y y′=  приводит в общем случае к 
ЭНО: если рассматривать определение первого дифференциального инварианта 
как уравнение «в полных производных» относительно координаты канониче-
ского оператора yΦ∂ , мы получим 
 

exp y

y

z
dx

z ′

⎛ ⎞
Φ = −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ , 

 

где интеграл — полный (то есть 1
xD− ), и его можно представить в виде фор-

мального ряда по производным функции ( )y x  вплоть до бесконечного порядка. 
Если первый дифференциальный инвариант не существует (решение соответст-
вующего уравнения есть всегда, но оно может зависеть от производных порядка 
выше первого), мы приходим к более сложным (не экспоненциальным) формам 
нелокальных операторов. 

Однако, несмотря на многообразие форм операторов и нелокальностей в 
них, необходимо помнить, что на многообразии решений ОДУ n-го порядка ко-
ординаты допускаемого инфинитезимального оператора будут зависеть лишь от 
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производных конечного порядка, а именно — порядок производных не будет 
превосходить n – 1. Это кардинально отличает ОДУ от УМФ, оператор Ли—
Беклунда для которых содержит хотя бы по одной переменной производные 
всех порядков вплоть до бесконечного. Может показаться, что указанное об-
стоятельство сильно облегчает поиск симметрий для ОДУ, но это лишь кажу-
щееся облегчение — результатом является отсутствие «независимых» пере-
менных и, как следствие, — невозможность расщепления условия инвариант-
ности до определяющей системы. 

Этот факт наряду с, казалось бы, исчерпывающей информацией о пере-
менных, от которых зависит Ф, приводит к выводу о том, что на первый план 
выступает технологическая проблема выбора вида оператора, для которого за-
дача поиска симметрии для данного класса ОДУ будет разрешимой. Поэтому 
наиболее актуальной становится обратная задача — поиск классов ОДУ, до-
пускающих оператор заданного вида. 

1. Уравнения второго порядка. Рассмотрим некоторые обратные задачи 
для ОДУ 2-го порядка 

 

( , , )y F x y y′′ ′=  (1) 
 

и оператора 
 

( )( , , ) ( , ) ( , )x yX x y y x y x yζ ξ η′= ∂ + ∂ . (2) 
 

Форма оператора (2) вполне естественна — мы рассматриваем достаточно об-
щий вид касательного (на многообразии) оператора, но не настолько общий, 
чтобы получить в качестве одного из характеристических уравнений исходное. 
Немаловажно, что универсальный инвариант этого оператора не зависит от ви-
да функции ζ — аналогично нелокальным экспоненциальным операторам или 
операторам, соответствующим «неклассическим» симметриям. Очевидно, 
функция ξ может быть включена в функцию ζ (если 0ξ ≠ ), поэтому для упро-
щения рассуждений достаточно рассмотреть два случая. 

 

1. 0ξ ≠ : 
 

( )( , , ) ( , )x yX x y y x yζ η′= ∂ + ∂ . (3) 
 

Условие инвариантности при записи по производным F  имеет вид: 
 

( ) ( ) ( )( )y x y y x yy F y y F y yη ζ ζ η ζ ηζ η ζ ζ′ ′′ ′ ′ ′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡− + + − + − − + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣  

 

( )x y yy Fη η ζ ′′ ⎤− + +⎦
2( ) 2 2( )( ) 2y y y xy yy xy F y yη ζ ζ η ζ ζ ζ′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′⎡ ⎤ ⎡− + + − + + +⎣ ⎦ ⎣  

 

(3 ) yy η ζ′+ − + 22( ) ( ) 2 ( )x y y y xx xy yyy F y y yη η ζ η ζ η ζ ζ ζ′′ ′ ′ ′⎡ ⎤⎤+ − + − + + −⎦ ⎣ ⎦  
 

2( )( )x y x yy yη η ζ ζ′ ′− + + − 2( ) 2 0,yy xy xxy yη η η ζ′ ′⎡ ⎤+ + =⎣ ⎦  (4) 
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по производным ζ: 
 

2 2( ) 2 ( ) 2 2xx xy yy xy yy y yy y y F y F Fη ζ ζ ζ ζ ζ ζ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′⎡ ⎤− + + + + + −⎣ ⎦  
 

[ 2( ) 2 2 2 ( ) (3 ) 2 ( )y y x x y yy F F y y y F y F yη η η ζ η η η′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′⎡ ⎤− − − + + − − − − + +⎣ ⎦  
 

] 22 ( ) ( ) 2 2( )x y x y y x yy y F y y F F y Fη ζ η η η η ζ ′′ ′ ′ ′ ′⎡ ⎤+ + − + − + − + +⎣ ⎦  
 

2( ) ( ) 2 0.x y y x y y yy xy xxF F y F F y yη η η η η η η ζ′′ ′ ′⎡ ⎤+ + + + − − − − =⎣ ⎦  (5) 
 

Уравнение на инвариант ( , , )J J x y y′= : 
 

( )( ) ( ) 0.x y x y y y x yJ J y y F y Jζ ηζ η ζ ζ ζ η η ζ′ ′′ ′ ′⎡ ⎤+ + − + + + + =⎣ ⎦  (6) 
 

Определяющее уравнение можно факторизовать. Фактор-система име-
ет вид 

 

2 2

,

( ) ( ) 2

( )( ) 2( ) ( ) 2 0,

x y y

x y y x y y y

x y y x yy xy xx

y F

F F y y F y F

y y y y y

ζ ζ ζ
ψ

ζ

η η ψ η η η ψ ψ η

η ψ ψ ψ η η ψ η η η

′

′ ′

′+ +⎧
=⎪

⎪
⎪ ′ ′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + − + + + − + − +⎨ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎪

′ ′ ′ ′ ′+ − + + − + − − − =⎪
⎪⎩

 

 

либо последнее уравнение можно записать по производным ψ : 
 

2( )( ) ( ) 2 2 2x y y y y xy y F y F F yη ψ ψ ψ ψ η η η ψ′ ′′ ′ ′ ′⎡ ⎤− + + + + − + − − +⎣ ⎦  

2( ) ( ) 2 0.x y y x y y yy xy xxF F y F F y yη η η η η η η′′ ′ ′+ + + + − − − − =  
 

Второе уравнение системы является определяющим уравнением, постро-
енным для того же уравнения (1) и нелокального оператора 

 

( )( ( , ) ) exp ( , , ) .x yX x y x y y dxη ψ ′= ∂ + ∂ ∫  
 

2. 0ξ = : 
( , , ) .yX x y yζ ′= ∂  (7) 

 

Определяющая система при записи по производным f имеет вид: 
 

2( ) ( )y x y y x y y y yF y F y F Fζ ζ ζ ζ ζ ζ′ ′ ′ ′ ′′ ′+ − − + + +  
 

2(2 2 ) 2 ( ) 0,xy yy y xy yy xxy F y yζ ζ ζ ζ ζ ζ′ ′′ ′ ′+ + + + + + =  (8) 
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по производным ζ : 
 

2 2( ) 2 2 2xx yy y y xy xy yyy F y F y Fζ ζ ζ ζ ζ ζ′ ′ ′ ′′ ′ ′+ + + + + −  
 

( ) ( ) 0.y x y y y x y yF y F F y F F Fζ ζ ζ ζ′ ′ ′′ ′− − − + + − =  (9) 
 

Уравнение на инвариант ( , , )J J x y y′= : 
 

( ) 0.y x y y yJ y F Jζ ζ ζ ζ ′ ′′+ + + =  (10) 
 

И здесь определяющая система может быть факторизована: 
 

2

,

0.

x y y

y y y x y

y F

F F F y

ζ ζ ζ
ψ

ζ

ψ ψ ψ ψ ψ

′

′ ′

′+ +⎧
=⎪

⎨
⎪ ′+ − − − − =⎩

 

 

Второе уравнение системы является определяющим уравнением, построенным 
для того же уравнения (1) и «ультраканонического» нелокального оператора 

 

( )exp ( , , ) .yX x y y dxψ ′= ∂∫  
 

Рассмотрим теперь некоторые случаи интегрируемости определяющих 
уравнений. Относительно F уравнения (4) и (8) сводятся к уравнению Риккати. 
Очевидно, что они интегрируются в квадратурах, по крайней мере, в двух об-
щих случаях: 

1) если коэффициент при F 2 равен нулю (при этом уравнение линейно), 
то есть 

 

( , )( , , ) ( , )
( , )

H x yx y y G x y
y x y

ζ
η

′ = +
′ −

 

 

для уравнения (4), 
 

( , , ) ( , ) ( , )x y y G x y y H x yζ ′ ′= +  
 

для уравнения (8) (последнее соотношение задает точечный оператор в канони-
ческой форме); 

2) если равен нулю свободный член уравнения (при этом мы получаем 
уравнение Бернулли), то есть 

 

( , ) ( , )( , , )
( , )

G xy y y x H xy y yx y y
y x y

ζ
η

′ ′ ′ ′− + −′ =
′ −

 

 

для уравнения (4), 
 

( , , ) ( , ) ( , )x y y G xy y y xH xy y yζ ′ ′ ′ ′ ′= − + −  
 

для уравнения (8). 
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Здесь G, H — произвольные функции своих аргументов. 
Уравнения на инварианты (6) и (10) содержат правую часть уравнения (1), 

поэтому структура первого дифференциального инварианта будет определяться 
уравнением (1). Этот факт не позволяет записать единую факторизацию для 
уравнений класса (1), допускающих заданный оператор (2). 

Пусть класс уравнений (1) допускает оператор (7). Очевидно, что тогда 
он допускает оператор y xX D Xζ ′= − . Оператор X  является оператором 
группы контактных преобразований с характеристической функцией W ζ= . 
Инварианты ( , , )J J x y y′=  первого порядка оператора X  удовлетворяют 
уравнению 

 

( ) ( ) 0,y x y y x y yJ y J y Jζ ζ ζ ζ ζ′ ′ ′′ ′+ − − + =  (11) 
 

а значит, вид конкретного уравнения класса, допускающего оператор (7), не 
влияет на структуру инварианта J. 

Аналогично рассмотрим класс уравнений (1), допускающий оператор (3). 
В этом случае класс допускает оператор ( ) y xX y D Xη ζ ′′= − − , инварианты пер-
вого порядка которого удовлетворяют уравнению 

 

( ) ( )y x y yy J y y Jη ζ ζ η ζ ηζ′ ′′ ′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − + − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦  
 

( )( ) ( ) 0x y y x yy y y Jη ζ ζ η η ζ ′′ ′ ′⎡ ⎤− − + + + =⎣ ⎦  (12) 
 

и не определяются структурой конкретного представителя класса (1). Заметим, 
что оператор X  является оператором группы контактных преобразований с ха-
рактеристической функцией ( )W y η ζ′= − . 

Таким образом, во-первых, оператор X  позволяет записать в общем виде 
факторизацию для всего класса уравнений (1), допускающих заданный опера-
тор X, а во-вторых, для одного и того же уравнения с помощью одного операто-
ра X мы можем выписать две различные фактор-системы. 

П р и м е р  1. Рассмотрим оператор 2( ) yX y′= ∂ . Тогда определяющее 
уравнение имеет вид 

 

                                                  2 22 ( ) 2 0,x yy F y F F′ ′+ + =  (13) 
 

общее решение которого 1( ( , 2 ))F y x y G y y xy −′ ′ ′ ′= + − . Воспользуемся опера-
тором 

 
2 22 2 ( ) 0 2( )x x y y yX y D X y y y′ ′′′ ′ ′ ′′= − = ∂ + ∂ + ⋅∂ − ∂ +…  

 

для факторизации класса уравнений 
 

.
( , 2 )

yy
x y G y y xy

′
′′ =

′ ′ ′+ −
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Инварианты оператора X  (уравнение на инварианты совпадает с однородным 
уравнением, которое соответствует определяющему уравнению (13)) порожда-
ют фактор-систему 

 

,
2 ,

( , ).

t y
u y xy
u tG t u

′=⎧
⎪ ′= −⎨
⎪ =⎩

 (14) 

 

Рассмотрим частный случай 3G tu= , то есть уравнение 
 

3 2 .
(2 ) ( )

yy
x y xy y

′
′′ =

′ ′+ −
 (15) 

 

Интегрируя последнее уравнение системы (14), понижаем порядок исходного 
уравнения 

 

2
3

3(2 ) .
2(( ) )

y xy
y C

′− = −
′ +

 
 

Это уравнение с помощью преобразования Лежандра , ,x p y qp p′ ′= = −  y q′ =  
приводится к линейному уравнению 

 

3

2 6 .p p
q q q C

′ = ±
− −

 (16) 

 

Факторизуем уравнение (15) c помощью исходного оператора 2( ) .yX y′= ∂  
Решая уравнение (10) для инварианта первого порядка 

 

3 2

2 0
(2 ) ( )y yJ J

x y xy y ′+ =
′ ′+ −

 
 

и полагая в качестве новой зависимой переменной z  инвариант первого поряд-
ка, получаем фактор-систему 

 

3
2

32( ) ,
(2 )

0.

z y
y xy

z

⎧ ′= +⎪ ′−⎨
⎪ ′ =⎩

 

 

Таким образом, z является первым интегралом уравнения (15), а построенная 
факторизация редуцирует уравнение (15) также к виду (16). 

Поиск точечных симметрий для уравнения (15) приводит к единственному 
оператору растяжения 5 3x yX x y= ∂ + ∂ , который позволяет понизить порядок 
уравнения только на единицу, а именно: 

 

3/5

2 /5

,
,

t x y
u x y

−

−

⎧ =⎪
⎨

′=⎪⎩
 ⇒  3 2

5(3 5 ) 2 0.
1 (2 )

ut u u u
t u u

− + + =
+ −
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П р и м е р  2. Уравнение 
 

22(1 3 )( )
(2 9 ) 3

y yy
x y y y

′ ′−′′ =
′− +

 
 

допускает оператор ( )x yX y′= ∂ + ∂ . Инварианты этого оператора имеют дос-
таточно громоздкую структуру, поэтому для факторизации воспользуемся опе-
ратором 

 

3 1 1 ( 1) 0
22 x y y

yX y y
y ′

′ − ′ ′= ∂ − + ∂ + ⋅∂
′

 
 

и приведем уравнение к виду 
 

2

,
( ) ( 3 ) ,

1 3
3( 1) .
(3 1)

t y
x y x y y yu

y
t uu

t t

⎧
⎪ ′=
⎪

′ ′⎪ + − +
=⎨ ′−⎪

⎪ −
=⎪

−⎩

 

 

Решая последнее уравнение системы, получаем уравнение 
 

2
2

2

( )( ) ( 3 ) ,
(3 1)
C yx y x y y y
y

′
′ ′+ − + =

′ −
 

 

которое с помощью преобразования Лежандра сводится к линейному уравне-
нию первого порядка, и решение его может быть найдено в параметрической 
форме. В частности, при С = 0  можно выписать решения в явном виде: 

 

2 2 2 2 3/ 2

2

(2 3 ) 2( )
9

x x c x cy
c

+ + +
= . 

 

Заметим, что исходное уравнение допускает только один точечный оператор — 
оператор растяжения x yX x y= ∂ + ∂ . 

2. Уравнения третьего порядка. Здесь уже возможна ситуация, когда 
первый дифференциальный инвариант не существует, но существует нетриви-
альная факторизация. Для этого необходимо и достаточно существование диф-
ференциального инварианта второго порядка. 

Мы будем рассматривать обратную задачу группового анализа для класса 
обыкновенных дифференциальных уравнений 3-го порядка вида 

 

( , , )y F x y y′′′ ′= , 
 

то есть для уравнений, не содержащих «предстаршую» производную y′′ , и не-
локального оператора 

 

( )( , , ) ( , ) ( , )x yX x y y dx x y x yζ ξ η′= ∂ + ∂∫ . 
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Решение этой задачи при условии, что оператор не вырождается в точечный и 
порождает фактор-систему, приводит к следующим четырем случаям. 

A) Уравнение 
 

[ ] [ ]

[ ] ( )

3 2
1 1 1 2 1 1 1 2

3 3
1 1 1 1

3
2 1 1 2 2 2 3

1 1 1 1 13
1 1

2 2
1 2 1 2 1 2 1 1 1 2 1 2 2

( ) 3 ( )
2

( ) 1 2 ( )

,

yy yy c y c y c y
y

y c y
c c c y

c c c

β α α α β α α α
α β α β

β α α α
α α α α α

α α

α α α α α α α α α α α α α

′ ′ ′ ′− + − − + −
′′′ = − +

′ ′− + − ⎡ ′′′ ′′ ′+ + + − + +⎣

′ ′′ ′ ′ ′ ′ ⎤+ + − − + + ⎦

 

 

где )(11 xα=α , )(22 xα=α , ∈c R, 
 

2
1 2

1 1 1

2
1 1 1 2

2 2 2 2
1 1 1 1

1( , ) ( ) ( ) ( ) ,

2 ( ) 1( , ) ( ) ( ) ,

yx y E x E x E x dx

yx y E x E x dx

αβ
α α α

α α α αβ
α α α α

⎛ ⎞
= Ψ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞′′ ′−

= Φ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫
 

 

1

( ) exp dxE x c
α

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ , ψ, Ф— произвольные функции своих аргументов, допус-

кает оператор 
 

[ ]
[ ]( )

2
1 1

1 1 22
1 1 2

( ) .
( )

x y
dxX c y

y c y
α β α α α

α α α
′= ∂ + + + ∂

′ ′− + −∫  

 

Заметим, что инварианты построенного оператора могут быть найдены в 
замкнутом виде, но представляют собой настолько громоздкие выражения, что 
здесь мы их не приводим. 

B) Преобразование эквивалентности 3 ( )y x yα+  сводит уравнения это-
го подкласса к уравнению 

 
23

1 1
2

1 1

3 ( )( ) ,
2

y yyy y
y y

α α α
α α
′ ′ ′′ ′′

′′′ = − + +  

 

1 1( )xα α= , 2 2 ( )xα α= , которое допускает оператор 
 

1 .y
dxX y
y

α
= ∂∫  

 

Соответствующая факторизация: 
 

2
1 1

2
1

1 1 1 2

( ) 2( ) ,
2
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y yyyv x
y y
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α α
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В полученной фактор-системе первое уравнение также факторизуется с помо-
щью точечного оператора yX y= ∂ , поэтому фактор-система может быть запи-
сана в виде 

2 1

1

1 1 1 2

( )

3( ) ,
2

0.

yu x
y

v x u u u

v v

α
α

α α α α

′⎧ =⎪
⎪

′⎪ ′= + −⎨
⎪
⎪ ′ ′+ − =
⎪
⎩

 

 

Последнее уравнение этой системы является линейным уравнением первого 
порядка и легко решается, а второе уравнение представляет собой уравнение 
Риккати, решение которого можно записать через фундаментальную систему 
решений линейного уравнения второго порядка с переменными (в общем слу-
чае) коэффициентами. Таким образом, исходный класс уравнений линеаризует-
ся в общем виде. 

С) Преобразование эквивалентности y Ax y+  ( A∈R) сводит уравне-
ния этого подкласса к уравнению 

 

2 1( ) ,
2

y y c y
c

⎧ ⎫′′′ ′ ′ ′′⎡ ⎤= +Φ Ψ − Φ⎨ ⎬⎣ ⎦⎩ ⎭
 

 

где ( )yΦ = Φ , ( )yΨ = Ψ  — произвольные функции своих аргументов, ∈c R, 
которое допускает оператор 

 

2 .
( ) xX c dx
y

⎛ ⎞Φ
= + ∂⎜ ⎟′⎝ ⎠
∫  

 

Этот оператор сводит уравнение к фактор-системе 
 

2

2

,
3( ) ,

2 ( )

2 ( ) 0.

t y
cyv t

c c y

v cv t

⎧ =⎪
′′ ′⎪ +Φ

=⎨
′⎡ ⎤+Φ⎪ ⎣ ⎦

⎪ ′ + −Ψ =⎩

 

 

Второе уравнение фактор-системы также факторизуется с помощью точечного 
оператора xX = ∂ , поэтому итоговая система выглядит следующим образом: 

 

( )2

2

,
( )

3( ) ,
2

2 ( ) 0.
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w x y
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Здесь оба последних уравнения являются уравнениями Риккати, поэтому для 
описания решения исходного уравнения требуются две фундаментальные сис-
темы решений линейных уравнений второго порядка. 

D) Преобразование эквивалентности y Ax y+  ( A∈R) сводит уравне-
ния этого подкласса к уравнению 

 

2( ) ,y y y
′Φ⎛ ⎞′′′ ′ ′= +Ψ⎜ ⎟Φ⎝ ⎠

 

 

где ( )yΦ = Φ , ( )yΨ = Ψ , которое допускает оператор 
 

2 ,
( ) xX dx
y
Φ

= ∂
′∫  

 

а следовательно, может быть факторизовано с помощью его инвариантов: 
 

2

,

( ) ( ) ,
2

( ) ( ) ( ) ( ) 0.

t y

v t y y

t v t v t t

=⎧
⎪ ′Φ⎪ ′′ ′= −⎨ Φ⎪

′ ′Φ +Φ −Ψ Φ =⎪⎩

 

 

Второе уравнение фактор-системы также может быть факторизовано с помо-
щью точечного оператора xX = ∂ . Таким образом, фактор-система может быть 
записана в виде: 

 

2

,
( ) ',

( ) ( ) ,
2

( ) ( ) ( ) ( ) 0.

t y
w x y

v t w w

t v t v t t

=⎧
⎪ =⎪⎪

′⎨ Φ′= −⎪ Φ⎪
′ ′Φ +Φ −Ψ Φ =⎪⎩

 

 

Интегрируемость этой системы принципиально ничем не отличается от слу-
чая «B»). 

 
* * * 

 
Проведенные выше рассуждения и построенные примеры показывают, что 

«технологическая» проблема выбора вида оператора весьма нетривиальна и ос-
ложняется многочисленными связями между различными формами (что неуди-
вительно, если принять во внимание тот факт, что все они эквивалентны на 
многообразии решений). Вместе с тем очевидно, что пока не построен универ-
сальный алгоритм, позволяющий сделать однозначный выбор. Поэтому необ-
ходимо провести анализ решений обратных задач для возможно бóльшего чис-
ла неэквивалентных типов операторов и классифицировать соответствие между 
структурой уравнения и наиболее подходящим видом оператора. 
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ON SEARCHING TECHNOLOGIES OF SYMMETRIES 
OF ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS 

 
The paper is devoted to the solution of the inverse problem of group analysis for 

some forms of nonlocal operators. We set the task of choice of operators. We found 
large classes of the 2nd and the 3rd order nonlinear ordinary differential equations 
which admitted a factorization. These factor-systems are reduced to one or two Ric-
cati equations. Thus the solutions of the initial equations are represented by the fun-
damental solutions of the 2nd order linear differential equations. 
 
 
 

УДК 532.591 С. И. Перегудин 
 

ЗАДАЧА О ВОЛНАХ МАЛОЙ АМПЛИТУДЫ 
В КАНАЛЕ ПЕРЕМЕННОЙ ГЛУБИНЫ 

 
В работе рассматриваются две частные задачи гидродинамики и теории 

волн — непотенциальное движение идеальной несжимаемой неоднородной 
жидкости над твердым и деформируемым дном. Представленная матема-
тическая модель аналитически реализована в линейной аппроксимации. Полу-
ченное решение позволяет определить волновой режим исследуемой акватории. 
 
В естественных условиях достаточно редки случаи, когда поверхность дна 

канала сохраняет свою первоначальную форму и остается твердой, непрони-
цаемой и недеформируемой. В результате движения жидкости на дно оседают 
взвеси органического и неорганического происхождения. С течением времени 
на изначально твердом горизонтальном дне канала образуется подвижный 
деформируемый слой, представляющий собой смесь, компонентами которой 
являются песок, ил, глина или гравий. В результате воздействия потока жид-


