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ПОКАЗАТЕЛЬ ДАЛАМБЕРА РЕШЕНИЙ ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ 
РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ И ЕГО СВОЙСТВА 

 
Для исследования асимптотики решений линейных систем 

разностных уравнений с вполне ограниченной матрицей коэффици-
ентов вводится понятие показателя Даламбера. Устанавливается 
связь этого показателя с показателями Ляпунова и Перрона, иссле-
дуются свойства показателя Даламбера.  
 
Асимптотику решений линейной системы разностных уравнений  

                                ( ) ( ) ( )1x n A n x n+ = , +∈ Zn ,                                         (1) 

где ( )A n  — вполне ограниченная матрица [1], можно изучать с помощью раз-
личных показателей. Под характеристическим показателем действительной чи-
словой последовательности { }na  понимают величину 

[ ] 1lim lnn nn
a a

n
χ

→+∞
= . 

Если в правой части последнего равенства существует сам предел, то ха-
рактеристический показатель называется строгим. О. Перроном предложен по-
казатель [2] 

                         [ ] [ ]1lim lim exp ln expn
n n n nn n

a a a a
n

γ χ
→+∞ →+∞

⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

,                        (2) 

с помощью которого он, а также Та Ли [3, 4], Ю. Г. Остапов [5] и некоторые 
другие авторы исследовали конечно-разностные уравнения.  

Для действительной числовой последовательности { }na  рассмотрим пока-
затель [6] 

                                                         [ ] 1lim n
n n

n

a
a

a
ν +

→+∞
= ,                                             (3) 
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который назовем показателем Даламбера последовательности { }na . Аналогич-
ный показатель рассматривали еще Пуанкаре и Перрон [7. С. 326–340].  

Рассмотрим простейшие свойства показателя Даламбера. 
1. [ ] [ ] 0, ≠= CxCx nn νν . 

2. [ ] [ ] [ ]nnnn yxyx ννν ≤ . 
Предполагается, что последовательности имеют конечные показатели Да-

ламбера. 
3. Если nx  имеет строгий показатель Даламбера, то  

[ ] [ ] [ ]n n n nx y x yν ν ν= . 

Справедливость последних двух утверждений вытекает из следующего 
свойства верхних пределов (см., например, [8. С. 99]): если положительные по-
следовательности nx  и ny  имеют конечные верхние пределы, то 

( ) nnnnnnn
yxyx

∞→∞→∞→
⋅≤ limlimlim , причем если хотя бы одна из последовательностей 

nx  или ny  имеет конечный предел, то неравенство превращается в равенство.  

4. Если [ ] 1<naν , то 0lim =
+∞→

nn
a .  

Действительно, если мы рассмотрим ряд ∑
+∞

=0n
na , то, по признаку Даламбе-

ра, этот ряд абсолютно сходится, а тогда в силу необходимого признака сходи-
мости ряда его общий член стремится к нулю.  

5. Последовательность { }na , не имеющая нулевых членов, имеет строгий 
положительный показатель Даламбера тогда и только тогда, когда 

[ ] 1 1n
n

a
a

ν ν
⎡ ⎤

⋅ =⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

Действительно, пусть существует [ ] 0lim 1 >= +

∞→ n

n

nn a
a

aν , тогда в силу свой-

ства верхних пределов имеем 

[ ] 1

1

1 lim lim lim1 1n n
n n n n

n n n

a a
a

a a a
ν ν +

→∞ →∞ →∞
+

⎡ ⎤
⋅ = = =⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

И, наоборот, пусть [ ] 11
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅

n
n a

a νν , отсюда следует, что [ ] 0>naν . Так как 

для положительной последовательности nx  имеет место равенство 

1lim1lim =⋅
∞→∞→

n
nnn

x
x

, то имеем [ ] 11
=⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
n

n
a

a
νν , откуда [ ] [ ]nn aa νν =  и, следова-

тельно, последовательность na  имеет строгий положительный показатель Да-
ламбера. 
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Для показателя Даламбера [ ]naν  нельзя построить столь стройную тео-
рию, какая построена для характеристических показателей. В отличие от харак-
теристического показателя показатель Даламбера монотонностью не обладает. 
Для последовательностей ( ) 3,12 =−+= n

n
n yx  имеем nn yx ≤ , но 

[ ] [ ] 13 =>= nn yx νν . Последовательности с различными показателями Даламбе-
ра могут оказаться линейно зависимыми: 

( ) ( )nn
n

nn zyx 13,12,1 −+=−+== . 

Эти последовательности линейно зависимы, хотя имеют разные показатели Да-
ламбера [ ] [ ] [ ] 2,3,1 === nnn zyx ννν . 

Если ( )
( )

( )⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

nx

nx
nx

m

1

 — векторная числовая последовательность, то ее по-

казателем Даламбера назовем величину ( )[ ] ( )
( )nx

nx
nx

n

1
lim

+
=

∞→
ν . Здесь ( )nx  — 

евклидова норма вектора ( )nx . 
Заметим, что значение характеристического показателя 

( )[ ] ( )nx
n

nx
n

ln1lim
+∞→

=χ  и значение показателя ( )[ ] ( )n
n

nxnx
+∞→

= limγ  не зависят 

от выбора нормы вектора, что следует из эквивалентности норм в конечномер-
ном пространстве [9. С. 17; С. 460–461]. Значение показателя Даламбера зави-
сит от выбора нормы вектора. В случае евклидовой нормы ( ) ( )xxnx I ,=  для 

вектора ( ) ( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −+
=

1
11 n

nx  имеем  

( )[ ] ( )
( )

( )
( )

.5
123

123
lim

1
lim

1

=
−+

−+
=

+
=

+

∞→∞→ n

n

n
I

I
nI nx

nx
nxν

 
Для нормы ( ) ( )∑=

i
iII nxnx  имеем  

( )
( )
( )

( )
( )

11 2 1
lim lim 3.

2 1

n
II

II nn n
II

x n
x n

x n
ν

+

→∞ →∞

+ + −
= = =⎡ ⎤⎣ ⎦ + −

 

В дальнейшем будем всегда рассматривать евклидову норму. Впрочем, 
если вектор-функция ( )nx  имеет строгий положительный показатель Даламбе-
ра ( )[ ]nxν , то его величина не зависит от выбора нормы, причем ( )nx  имеет 
строгий характеристический показатель и имеет место равенство [6] 

( )[ ] ( )[ ]( )nxnx νχ ln= .  
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Отметим очевидную связь показателей Ляпунова и Даламбера. Пусть 
( )
( ) ν=
+

+∞→ nx
nx

n

1
lim , тогда по определению верхнего предела для любого 0>ε  

( ) ( )nCnx εν +≤  для всех достаточно больших n. В силу монотонности лога-

рифма и верхнего предела ( )[ ] ( )ενχ +≤ lnnx  или ενχ +≤e . Так как 0>ε  про-

извольно, то νχ ≤e . Оценка сверху ν  позволяет оценить сверху χ , но оценки 
для ν  получить легче.  

Если матрица ( )nA  системы (1) вполне ограничена, то из неравенства  

( )( ) ( )
( ) ( )

11 1x n
A n A n

x n
−

− +
≤ ≤ , 

которое является аналогом неравенства Ляпунова из теории линейных систем 
дифференциальных уравнений, следует конечность и положительность показа-
теля Даламбера любого нетривиального решения системы (1). 

Отметим также, что если мы имеем для любого 0,1, 2, ...n =  какую-ни-

будь оценку ( ) ( )
( ) ( )nb
nx

nx
na ≤

+
≤

1
, то из нее следует также оценка 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∏ ∏
−

=

−

=
⋅≤≤⋅

1

0

1

0
00

n

k

n

k
kbxnxkax , из которой вытекает двусторонняя оценка 

для характеристического показателя. Отметим, что в работе [6] получены дву-

сторонние оценки для 
( )
( )nx

nx 1+
, которые являются дискретными аналогами не-

равенств Ляпунова, Богданова и Важевского из теории линейных систем диф-
ференциальных уравнений. Эти оценки, как и соответствующие оценки в тео-
рии линейных систем дифференциальных уравнений, не инвариантны относи-
тельно ляпуновских преобразований [9. С. 129].  

Отметим некоторые свойства показателя Даламбера решений линейной 
системы (1):  

1. Если ( )nU  — унитарная матрица, то ( )[ ] ( ) ( )[ ]nxnUnx νν = . 
Справедливость этого свойства вытекает из того факта, что при унитар-

ном преобразовании норма вектора не меняется. 
2. Если решения разделенной системы (1) имеют строгие показатели Пер-

рона, то система (1) правильна [10]. 
3. При λ-преобразовании ( ) ( ) 0, ≠= λλ nxny n , линейной системы (1) по-

казатели Перрона преобразуются следующим образом: 

( ) ( ) .y n x nν λ ν= ⋅⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

Заметим, что λ-преобразование приводит систему (1) к виду 

( ) ( ) ( )1 .y n A n y nλ+ = ⋅  
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Уже для линейной системы разностных уравнений с постоянными коэф-
фициентами множество различных показателей Даламбера решений этой сис-
темы может иметь положительную меру. 

П р и м е р . 
( ) ( ) ( )
( ) ( )⎩

⎨
⎧

=+
+−=+

.1
,1

22

211

nxnx
nxnxnx

 

Общее решение системы имеет вид ( ) ( ) ( ) .,
2
11 22211 CnxCCnx n =+−=  

Для евклидовой нормы имеем ( )[ ]
( )

( ) 2
221

2
1

2
2

1
21

2
1

4
51

4
51

lim
CCCC

CCCC
nx

n

n

n +−+

+−+
=

+

∞→
ν . 

Если 0,0 12 ≠= CC , то ( )[ ] 1=nxν . Если 02 ≠C , то, полагая 
2

1

C
Ct = , име-

ем ( )[ ]
( )

( )

2
1

2

22
1

2

12

4
5
4
5

4
51

4
51

lim
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−

++
=

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−+

+−+
=

+

∞→ tt

tt

tt

tt
nx

n

n

n
ν . 

Рассмотрим функцию ( )

4
5
4
5

2

2

+−

++
=

tt

tt
tf . Так как ( ) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
=

2
53;1fE , то 

( )[ ]
2
1

2
531 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
≤≤ nxν . Отметим, что аналог неравенства Важевского [6] дает 

оценку ( )[ ]
2
1

2
1

2
53

2
53

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
≤≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ − nxν . 

Действительно, ( ) ( )
2

53,
2

53,
21
11 *** +

=Λ
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
= AAAAAA λ . 

Если же собственные числа постоянной матрицы А системы (1) по моду-
лю различны, то справедлива следующая теорема.  

Теорема. Пусть собственные числа постоянной матрицы А системы 
( ) ( )nAxnx =+1  m-го порядка по модулю различны:  

                                             mλλλ >>> ...21 ,                                           (4) 

тогда для любого нетривиального решения системы ( )nx  существует 
( )
( )nx

nx
n

1
lim

+
+∞→

, и он равен одному из чисел kλ . 

Доказательство. Так как все собственные числа матрицы А по модулю 
различны, то общее решение системы можно записать в виде (вообще говоря, 
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комплексном) ( ) n
mmm

n CCnx λγλγ ++= ...111 . Здесь kγ  — собственный вектор, 
соответствующий собственному числу kλ . Пусть 0... 121 ==== −pCCC  и 

0≠pC . Покажем, что в этом случае для решения ( )nx  
( )
( ) pn nx

nx
λ=

+
+∞→

1
lim .  

Действительно,  

( )
( )

∑

∑

∑

∑

+=

+=

+∞→

=

=

+

+∞→+∞→

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

==
+

m

pi

n

p

i
iipp

m

pi

n

p

i
iiippp

nm

pi

n
iii

m

pi

n
iii

nn

CC

CC

C

C

nx
nx

1

1
1

limlim
1

lim

λ
λγγ

λ
λλγλγ

λγ

λγ

. 

По непрерывности нормы с учетом неравенства (4) имеем 

( )
( ) p

pp

ppp

n C

C

nx
nx

λ
γ

λγ
==

+
+∞→

1
lim

. 

Итак, если собственные числа матрицы А по модулю различны, то спектр 
показателей Даламбера совпадает с конечным множеством mλλ ,...,1 . 
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A. Lasunsky 
 

D’ALEMBERT EXPONENT OF THE SOLUTIONS OF THE LINEAR 
SYSTEMS OF DIFFERENCE EQUATIONS AND ITS PROPERTIES 

 
Asymptotic of the solutions of the linear systems of difference equations with 

completely bounded matrix of coefficients is explored by the introduction of 
d’Alembert exponent. The relation of this exponent with Lyapunov and Perron expo-
nents is established. The properties of the d’Alembert exponent are investigated.  
 
 
 

 К. А. Волосов  
 
НОВЫЙ МЕТОД ПОСТРОЕНИЯ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ  

С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ В ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ ФОРМЕ 
 

Обнаружено новое свойство дифференциальных уравнений с 
частными производными. Это свойство позволяет строить широ-
кие классы новых точных решений в параметрической форме. Роль 
параметров выполняет функциональный произвол. Построены но-
вые решения классических полулинейных уравнений, таких как 
Фитц—Хью—Нагумо—Семенова, Зельдовича, уравнения, близкого к 
уравнению Колмогорова—Петровского—Пискунова—Фишера. 
 
Известна старая идея (см., например, работу [1]) построения решений од-

ного уравнения на основе решений другого уравнения. В данной работе эта 
идея распространяется на более широкий, чем ранее, класс уравнений. Алго-
ритм построения решений формулируется в условной форме и имеет ту глад-
кость, которая требуется для того, чтобы алгоритм мог быть применен. Ответ 
получается в неявной форме, в параметрической форме, аналогичной в некото-
ром смысле квадратурной формуле для Оду первого порядка. Перечень ссылок 
на работы по тематике, связанной с квазилинейными уравнениями, см., напри-
мер, в литературе [2–4].  

Изложим предлагаемый метод на примере квазилинейного параболиче-
ского уравнения [3]: 

 

                                    ' ' '( ( ) ) ( ) 0 .t x xZ K Z Z F Z− + =                                           (1) 
 

Сделаем замену переменных 
 

( , ), ( , )( , ) | ( , ) .x x t tZ x t Uξ δ ξ δ ξ δ= = =                                        (2) 
 

 
 
 
 


