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ДЕТЕРМИНИРОВАННЫЙ ХАОС 
И РАЗВИТАЯ ГИДРОДИНАМИЧЕСКАЯ ТУРБУЛЕНТНОСТЬ 

 
Рассмотрены статьи, поддерживающие концепцию развитой гидродина-

мической турбулентности как детерминированного хаоса. Приводятся и кон-
курирующие точки зрения. 

 
A. Balonishnikov 

 
DETERMINISTIC CHAOS 

AND FULLY-DEVELOPED HYDRODYNAMICAL TURBULENCE 
 

Articles supporting the concept of fully-developed hydrodynamic turbulence 
as deterministic chaos are considered. Emphasis is made on experimental data for 
various types of turbulent flows; concurring conceptions are also regarded.  

 
 

В 1953 году гидрометеоролог Лоренц [1, 2] исследовал на компьютере 
систему из трех нелинейных дифференциальных уравнений, которая описывала 
в некотором приближении режим тепловой конвекции в поле сил тяжести. Не-
смотря на то, что система не содержала случайных параметров, решение выгля-
дело как хаотическое. Не зная об этой работе, Рюэль и Такенс [3] в 1971 году 
ввели понятие странного аттрактора (более точно следует, по-видимому, гово-
рить касательно аттрактора Лоренца о странном хаотическом аттракторе). Под 
аттрактором понимают предельное множество, на которое в пределе устремле-
ния времени к бесконечности наматывается траектория системы из некоторого 
набора начальных данных. Если этот аттрактор имеет дробную размерность 
Хаусдорфа—Безиковича, то в этом случае говорят о фрактальном, или стран-
ном аттракторе. Если типичное поведение ближайших траекторий на аттракто-
ре — экспоненциальное разбегание, то говорят о хаотическом аттракторе. Ат-
трактор системы Лоренца оказался странным и хаотическим. Впоследствии бы-
ли обнаружены странные, но не хаотические аттракторы. Были обнаружены 
также хаотические нестранные аттракторы. 

Привлекательность странно-аттракторной теории турбулентности [4] (так-
же в этом случае говорят о детерминированном хаосе в турбулентности) состоит 
в том, что уже небольшое число степеней свободы — три и более — достаточно 
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для объяснения хаотичности турбулентности. Однако развитая турбулентность, 
по-видимому, это не только временной, но и пространственный хаос, что ослож-
няет теоретическое описание на уровне моделей турбулентности.  

Каким же образом происходит переход от ламинарного течения к турбу-
лентному? Согласно одному из первых сценариев такого перехода, предложен-
ного Л. Д. Ландау [5, 6], при увеличении числа Рейнольдса ламинарное течение 
теряет устойчивость при некотором критическом числе Рейнольдса и становит-
ся периодическим во времени с одной характерной частотой, при дальнейшем 
увеличении числа Рейнольдса в спектре мощности скорости появляется вторая 
частота, затем третья и т. д. В конце концов, дискретный спектр с большим чис-
лом характерных частот становится не отличим от сплошного спектра. Соглас-
но современным экспериментальным данным, этот сценарий, по-видимому, не 
реализуется в гидродинамической турбулентности. Более часто реализуется 
сценарий Рюэля, Такенса и Ньюхауса [3], [7], согласно которому при некотором 
критическом числе Рейнольдса в результате бифуркации Андронова—Хопфа 
возникает периодическое течение с одной частотой, затем при увеличении чис-
ла Рейнольдса возникает квазипериодическое течение с двумя несоизмеримыми 
частотами, далее одна из частот запирается, и течение вновь становится перио-
дическим. При еще большем числе Рейнольдса возникает течение с тремя несо-
измеримыми частотами и одновременно появляется сплошная компонента, ко-
торая в дальнейшем увеличивает свою мощность. Так в системе образуется 
странный хаотический аттрактор. Такой сценарий экспериментально обнаружен 
в течении Тэйлора—Куэтта (течение между двумя соосными вращающимися 
цилиндрами) [8, 9], в расширяющемся—сжимающемся канале [10], сфериче-
ском течении Куэтта (близкий сценарий) [11] (отметим, что в работе [12] для 
этого же течения был зарегистрирован еще один известный сценарий перехода 
— через перемежаемость, при котором на фоне регулярного движения появля-
ются островки хаотичного поведения, которые постепенно заполняют всю вре-
менную ось), при численном расчете в круглой трубе [13]. Иногда, по-
видимому, при других параметрах геометрии реализуется сценарий Фейгенбау-
ма [14, 15] бифуркаций удвоения периода, согласно которому при увеличении 
числа Рейнольдса, вначале при первом критическом числе, течение становится 
периодическим, при увеличении числа Рейнольдса при следующем критиче-
ском числе Рейнольдса течение увеличивает свой период вдвое, затем, при по-
следующих критических числах Рейнольдса, течение каждый раз увеличивает 
свой период вдвое, и в конце концов, период становится равным бесконечности 
и в системе также образуется странный хаотический аттрактор.  

Такой сценарий был зафиксирован в случае того же течения Тэйлора—
Куэтта [16], в следе трехмерного цилиндра [17]. По-видимому, размерность 
странного аттрактора исключительно мала в течении Тэйлора—Куэтта [18], в 
сферическом течении Куэтта [19], в плоском слое смешения [20], в каверне [21], 
в следе за цилиндром [22], в пограничном слое [23]. Не обнаружены странные 
аттракторы в течении за решеткой [24]. По результатам численных эксперимен-
тов, проведенных методом прямого численного моделирования, корреляцион-
ная размерность аттрактора в трубе [25] составляет 15–20. 

Какими же уравнениями описывается пространственно-временной хаос в 
развитой турбулентности? По мнению автора, существенным моментом здесь 
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является концепция отрицательного коэффициента диффузии скорости дисси-
пации турбулентной энергии, впервые выдвинутая автором данного обзора в 
докладе, прочитанном на Первой конференции по энергетике океана в 1983 го-
ду и опубликованном затем в работе [26]. Как впоследствии автор узнал, что 
предположение об отрицательной диффузии завихренности в развитой турбу-
лентности было опубликовано ранее известным специалистом по нелинейной 
теории устойчивости Стюартом [27]. Поскольку динамика мелкомасштабной 
завихренности, как и динамика удельной скорости диссипации турбулентной 
энергии, определяются, по существу, вихрями одного масштаба, эти две кон-
цепции, по-видимому, близки. В дальнейшем автор ничего не обнаружил боль-
ше по этому поводу в научной литературе. Зато концепция отрицательного ко-
эффициента турбулентной вязкости имеет длинную историю [28, 29, 30]. 

Простейшими системами, проявляющими эффект отрицательной вязко-
сти, являются вторичные течения жидкости, осуществляемые периодической 
силой по одной из координат [28]. В работе [31] показано, что если сила в двух 
измерениях анизотропна, то может наблюдаться эффект отрицательной вязко-
сти. В работе [32] показано, что сильная анизотропия течения может привести к 
эффекту отрицательной вязкости. Одна из последних работ, связанная с кон-
цепцией отрицательной вязкости, посвящена исследованию пента-гептоде-
фектного хаоса (наряду с правильными шестиугольниками в системе возникают 
ячейки с пятью и семью сторонами) [33]. Детерминированный временной хаос 
обнаружен в различных каскадных моделях турбулентности, в которых рас-
сматривается взаимодействие вихрей разного масштаба в некоторой облас- 
ти течения [34, 35]. Полукачественные соображения о возникновении детерми-
нированного хаоса в гидродинамической турбулентности через сценарий  
удвоения периода Фейгенбаума приводятся в работе [36]. Представляют  
определенный интерес работы о связи странных аттракторов и турбулентности 
[37, 38].  

Лишь в модели автора данного обзора обнаружен временной хаос, об-
условленный взаимодействием энергосодержащих вихрей, распределенных по-
перек плоского течения Kуэтта [39] в рамках однопараметрической «эпсилон-
модели» турбулентности. Следует отметить, что стационарная точка модели 
удивительным образом соответствует профилю скорости Кармана [40]. По-
скольку энергосодержащие вихри, расположенные поперек течения, имеют раз-
ные характерные времена, то полученная система оказывается жестко-неустой-
чивой, что требует разработки специальных алгоритмов.  

Другой конкурирующий подход к описанию пространственно-временного 
хаоса развивается в работах [41, 42] и связан с образованием неустойчивостей 
типа кошачьего глаза (см. также [43, 44]). Общие вопросы пространственно-
временного хаоса и порядка, также связанные с эффектом отрицательной диф-
фузии, рассматриваются в работах [45, 46]. По мнению автора, трудности в ре-
шении проблемы построения малопараметрической модели турбулентности 
связаны с отсутствием согласия среди специалистов по поводу аналитической 
структуры мелкомасштабной турбулентности для широкого класса турбулент-
ных течений несжимаемой жидкости. Часть видных исследователей считает, 
кроме того, что двухпараметрические модели типа «k-эпсилон» более адекват-
ны действительности (см., например, [47]). Другие — считают, что однопара-
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метрические модели лучше. По мнению автора данного обзора, однопараметри-
ческие модели более адекватны физике процесса, однако они испытывают 
трудности в описании течений, обладающих той или иной геометрической 
симметрией (круглая труба, плоский канал и т. п.), поскольку в течении имеют-
ся области, где локальный баланс энергии турбулентности как бы нарушается. 
Однако визуализация таких течений показывает, что индивидуальная реализа-
ция турбулентного течения теряет соответствующую геометрическую симмет-
рию и от однопараметрических моделей следует требовать воспроизведения 
этого явления. То, что симметрия нарушается, подтверждается также некото-
рыми численными расчетами на основе уравнений Навье—Стокса [48]. Постро-
енная автором этого обзора «эпсилон-модель» [39], по-видимому, также спо-
собна описать нарушение симметрии.  

Особо отметим работу [49], авторы которой полагают, что развитую тур-
булентность можно описать динамикой небольшого числа коллективных мод с 
выходом системы на хаотический странный аттрактор (то есть турбулентность 
— это детерминированный хаос). Эти коллективные степени свободы отбира-
ются с помощью разложения Кархунена—Лова, то есть это — разложение по 
собственным функциям интегрального оператора, ядром которого является ав-
токорреляционная функция. Эта автокорреляционная функция определяется из 
данных прямого численного эксперимента.  

Таким образом, имеются две конкурирующие концепции детерминиро-
ванного хаоса в развитой турбулентности. Согласно работе автора данного об-
зора [39], детерминированный хаос определяется совместной динамикой круп-
номасштабных полей скорости и диссипации, в работе [49] речь идет лишь о 
полях скорости. В поддержку своей точки зрения отмечу, что локальный баланс 
энергии турбулентности действительно имеет место в развитой турбулентно-
сти, если удельную скорость диссипации турбулентной энергии определить как 
среднее по пространственной ячейке с длиной ребра, попадающей в инерцион-
ный диапазон [50]. Если считать, что эта диссипация не меняется на больших 
временах, что соответствует предположениям [49] (поскольку диссипация  
определяется мелкомасштабными модами), то, как показал численный экспе-
римент [51], динамика крупномасштабных мод скорости неустойчива по всем 
направлениям, не обеспечивает возвращаемость траектории, необходимую для 
существования странного аттрактора.  

В отличие от странно-аттракторной теории турбулентности, существуют 
подходы, которые делают упор на воздействие шумов (флуктуаций) на крупно-
масштабную динамику. Первичным источником этих шумов могут быть тепло-
вые флуктуации [52–54].  
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