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МАЛЫЕ (E,I)-АБСОЛЮТЫ И ИХ ХАРАКТЕРИЗАЦИИ 
 
В статье введена конструкция d(E,I) для построения прообразов специ-

ального вида компакта. Малыми (E,I)-абсолютами названы хаусдорфовы 
d(E,I). Некоторые известные типы абсолютов являются частными случаями 
малых (E,I)-абсолютов. Получены характеризации пространств d(E,I).  

 
Ключевые слова: абсолюты компактных пространств; I-ультрафильт-

ры; свойство Хаусдорфа; замыкающие отображения.  
 

A. Koldunov 
 

SMALL (E,I)-ABSOLUTES AND THEIR CHARACTERIZATIONS 
 
A procedure for obtaining preimages d(E,I) of a compact space have been in-

troduced. The Hausdorff spaces d(E,I) are called small (E,I)-absolutes. Some known 
types of absolutes are particular cases of small (E,I)-absolutes. The characteriza-
tions of spaces d(E,I) have been jbtained. 

 
Keywords: аbsolutes of compact spaces; I-ultrafilters; Hausdorff property; 

closing mappings.  
 
Применение порядковых конструкций к архимедовой векторной решётке 

C(H) всех непрерывных функций на компакте H приводит к построению непре-
рывных прообразов H специального вида. Действительно, порядковое пополне-
ние исходной векторной решётки C(H) обычно представляет собой снова век-
торную решётку вида C(K) на некотором компакте K; тогда каноническое вло-
жение C(H) в C(K) задаёт непрерывное и сюръективное отображение из K на H. 
Например, абсолют Глисона—Пономарёва порождён конструкцией дедекиндо-
ва пополнения (см. работу [5] и обзор [8]). Аналогично секвенциальный абсо-
лют компакта связан с канторовским пополнением архимедовой векторной ре-
шётки (см. работы [1], [7]), а счётно-дедекиндово пополнение является основа-
нием для введения σ-абсолюта компакта ([6], [4]). Заметим, что не все классиче-
ские объекты функционального анализа описываются в терминах перечислен-
ных порядковых пополнений. Поэтому появились иные типы порядковых рас-
ширений (см., например, работы [2], [3]), которые, в свою очередь, породили 
новые абсолюты.  



МАТЕМАТИКА 
 

 

 8

Анализ этих и других работ позволяет выделить два класса абсолютов, а 
именно те, которые являются образами абсолюта Глисона–Пономарёва, и те, 
которые строятся на основе более узких идеалов пренебрежимых замкнутых 
множеств (абсолют Глисона–Пономарёва строится, по существу, по идеалу 
пренебрежимых замкнутых множеств, состоящему из всех замкнутых нигде не 
плотных множеств). Настоящая работа посвящена именно первому классу аб-
солютов, которые здесь названы малыми (E,I)-абсолютами.  

Теперь введём некоторые обозначения, которые в дальнейшем будут ис-
пользоваться без пояснений. Все топологические предполагаются компактами, 
а отображения — непрерывными и сюръективными. Впрочем, естественные 
уточнения позволяют использовать основную часть рассуждений для вполне 
регулярных пространств.  

Буква H всегда будет обозначать исходный компакт, для которого строит-
ся малый (E,I)-абсолют. Замкнутые множества будут обозначаться буквами F, 
K, P, а открытые — буквами G, W.  

Полагаем, что E(H) является решёткой всех замкнутых множеств в ком-
пакте H. Через E будет обозначаться произвольная подрешётка E(H), разде-
ляющая компакт H в следующем смысле: если t G H∈ ⊂ , то существует 
F H∈ , для которого t int F F G∈ ⊂ ⊂ . Заметим, что в качестве E можно, на-
пример, взять решётку 1 0Z( H ) { f ( ) : f C( H )}−= ∈  всех нуль-множеств в H.  

Далее, считаем, что I является некоторым идеалом в решётке E, причём 
должны быть выполнены следующие два условия: а) любой элемент P I∈  ни-
где не плотен; б) если F E \ I∈  и P I∈ , то найдётся 1F E\ I∈ , для которого 

1F F \ P⊂ . Если F1, F2 принадлежат E и их пересечение принадлежит P, то бу-
дем говорить, что F1 и F2 I-дизъюнктны в E. Идеал I играет роль идеала прене-
брежимых множеств во всех дальнейших построениях. Например, частным слу-
чаем идеала I может быть идеал ( H )Θ  нигде не плотных нуль-множеств или 
идеал I(H) всех замкнутых нигде не плотных множеств.  

 
1. Пространство d(E,I) 
 
Семейство A E⊂  будем называть I-фильтром в E, если A является фильт-

ром множеств в E и не содержит элементов из I. I-фильтр A будем называть  
I-ультрафильтром, если A не содержится ни в каком другом I-фильтре.  

Обозначим через d(E,I) семейство всех I-ультрафильтров в E. Для F E∈  
обозначим F ( A d( E,I ) :F A )< >= ∈ ∈ . Введём в d(E,I) топологию, взяв в каче-
стве базы замкнутых множеств всевозможные множества вида <F>, где F E∈ . 
В этом случае пространство d(E,I) превращается в компактное T1-пространство, 
которое не обязано быть хаусдорфовым. Следующий пример доказывает это.  

Пример. Пусть T — дискретное несчётное множество. Рассмотрим ком-
пактификацию βT пространства T по Стоун—Чеху. Рассмотрим дальний нарост 

n nQ T U [ clU( t : t T )]= β − ∈ . Пусть компакт D1 получается из βT отождествле-

нием Q  в точку 2q D∈ . Пусть 2
1 {0} [ 1;1]

n( )D :n N
n

⎛ ⎞−
= ∪ ∈ ∪ ⊂ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
. Компакт B 

получается из прямой суммы D1 и D2 отождествлением точек q и {0} в точку 
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P B∈ . Заметим, что если g C( B )∈ , то g отлична от g(p) только на счётном 
числе дискретных точек из B. Пусть решётка E порождена замкнутыми множе-
ствами вида { }1 0cl( B\ g ( )) : g C( B )− ∈ . Тогда множество 

}{12,1
1 pkn

n
F ∪∪ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=
−

= , }{2,1
2 pkn

n
F ∪∪ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ==  является I0-дизъюнктным в 

E (где I0 состоит из всех замкнутых нигде не плотных множеств в E). Тогда 
1 2F F< > ∩ < >= Ø. Если предположить, что d(E,I0) — хаусдорфовое простран-

ство, то существуют непересекающиеся окрестности W1, W2 этих множеств. По-
этому найдутся 1 2K ,K E∈ , для которых i iK F< > ∩ < >=  Ø и 

1; 2i iK d( E,I )\W ( i )< >⊃ = . Тогда BKK =∪ 21 , 0i iF K I∩ ∈ , 
1; 2i jK F ( i, j ;i j )⊃ = ≠ . Поэтому можно считать, что 1p K∈ . Из построения 

точки p B∈  следует, что 1p int K∈ , и поэтому K1 содержит дискретную точку 
из F1. Это противоречит ∅>=<>< 11 FK ∩ .  

Предложение 1. 1) Пусть A d( E,I )∈ . Тогда множество 
):()( AFFAd ∈∩=  состоит из одной точки. 2) Отображение : A ( A )α →α  

является непрерывным, сюръективным и неприводимым отображением из 
d(E,I) на H. 3) Если P I∈ , то 1int ( P )−α  — пустое. 4) Пусть P E∈ , тогда 

( ) ( )1 1intcl ( F ) F cl ( F \ P )− −α ⊂< >⊂ α  для любого P I∈ .  

Доказательство. 1) Если 1 2t ,t ( A )∈α , то найдём 1 2F ,F E∈  со свойствами: 

i it F∉  (I = 1,2) и объединение F1 и F2 даёт H. Если 1F A∈ , то 1t ( A )∉α . Если 

1F A∉ , то 2F A⊂  и 2t ( A )∉α . Таким образом получили противоречие.  
2) Проверим, что отображение : d( E,I ) Hα →  — непрерывное. Пусть 

( A ) G Hα ∈ ⊂ . Найдём 1 2F ,F E∈  со свойствами: 1 1int( t ) F F Gα ∈ ⊂ ⊂ , 

1 2int intH \ F F⊂  и 2( t ) Fα ∉ . В этом случае 1A W d( E,I ) \ F∈ = < >  и 

1d( t ) F G⊂ ⊂ .  
Докажем, что α — сюрьективное. Пусть t H∈ . Существует A d( E,I )∈ , 

содержащее все F E∈  с условием: intt F∈ . Тогда ( A ) tα = .  
Остаётся проверить, что α — неприводимое, то есть если K d( E,I )⊂  и  

отлично от d(E,I), то ( K ) Hα ≠ . Поскольку K d( E,I )≠ , то существуют  
I-дизъюнктные 1 2F ,F E∈ , для которых 1K F⊂< > , 2F I∉ . Поскольку 

1 2F F I∩ ∈ , то 2 1F \ F H \ ( K )∅ ≠ ⊂ α .  
3) Следует из неприводимости α. Наконец, докажем утверждение 4 из 

формулировки предложения 1. Сначала установим левое включение. В против-
ном случае существует 1intA ( F )\ F−∈ α < > . Найдём 1F A∈ , которое I-дизъ-
юнктно с F H∈ . Всегда можно считать, что 1F F⊂ . Но тогда 

1 1 2F F F∅ ≠< >≡< > ∩ < >=∅ .  
Теперь докажем правое включение. Предположим противное и найдём 

1A F \cl ( F \ P )−∈< > α . Выбираем 1F A∈ , для которого 1F F⊂  и 
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1
1F cl ( F \ P )−< > ∩ α =∅ . По условию «б» идеала I найдём 2F E\ I∈  со свойст-

вом 2 2F F \ P⊂ . Тогда 1
2 1F F cl ( F \ P )−∅ ≠< >⊂< > ∩ α =∅ . Получили противо-

речие.  
Следующие результаты показывают, что в случае хаусдорфового про-

странства d(E,I) канонического отображение : d( E,I ) Hα →  обладает рядом 
дополнительных свойств.  

Предложение 2. Пусть d(E,I) — хаусдорфовое пространство. 1) Пусть 
F E∈ ; тогда 1F ( cl ( F \ P ) :P I )−< >= ∩ α ∈ . 2) Если замкнутое intK F⊂ < > , то 
существует P I∈ , для которого ( K )\ Pα  содержится в int( F ) .  

Доказательство. 1) По пункту 4 предложения 1 достаточно проверить, 
что если A F∉< > , то найдётся P I∈  с условием: ))\(( 1 PFclA −∉ α . По хаус-
дорфовости d(E,I), найдётся 1F A∈ , который I-дизъюнктен с F и 1intA [ F ]∈ . 
Это означает, что 1P F F I= ∩ ∈ . Покажем, что это означает, что P I∈  иско-
мый. Если бы 1A cl( ( F \ P ))−∈ α , то 1

1( F \ P ) [ F ]−α ∩ ≠ ∅ . Это противоречит 

1( F \ P ) F∩ =∅ .  
2) Сначала найдём 1F E∈ , для которого 1F K< > ∩ =∅  и 

1 intF cl( E,I )\ F< >⊃ < > . Тогда 1F F H∪ = . Далее найдём 2F E∈  со свойства-
ми: 2intK F⊂ < > , 2F F⊂ , 1 2P F F I= ∩ ∈ . Это даёт 2( K ) Fα ⊂  и 

2 1 2( K )\ P F \ F F \ Fα ⊂ ⊂ . Поэтому int( K )\ P Fα ⊂ .  
Т е о р е м а  1. Пусть d(E,I) — хаусдорфовое пространство. Тогда для ка-

нонического отображения :d( E,I ) Hα →  имеют место следующие условия: 
1) если 1 2F ,F E∈  I-дизъюнктны, то существует P I∈ , для которого 
1 1

1 2cl ( ( F \ P )) cl ( ( F \ P ))− −α ∩ α =∅ ; 
2) пусть W1 и W2 — непересекающиеся окрестности элементов 

1 2A ,A d( E,I )∈ ; тогда существуют I-дизъюнктные 1 2F ,F I∈  и P I∈ , такие что 
1 1inti i i iA cl ( ( F \ P )) cl ( F \ P ) W− −∈ α ⊂ α ⊂  (i = 1;2); 

3) если P I∈ , то 1int( ( P ))−α = ∅ .  
Доказательство: 1) Имеем 1 2F F< > ∩ < >=∅ . По пункту 1 предложения 

2 существует IP∈ , для которого ∅=∩ −− ))\(())\(( 2
1

1
1 PFclPFcl αα .  

2) Найдём I-дизъюнктные 1 2F ,F E∈ , для которых 
int 1 2i i i iA F F W ( i , )∈ < >⊂< >⊂ = . По пункту 1 предложения 2 находим требуе-

мое P I∈ .  
3) По предложению 1 отображение α — неприводимое. Поэтому условие 3 

из формулировки теоремы 1 выполнено.  
В дальнейшем будем использовать следующие термины. Если про-

странство d(E,I) — хаусдорфово, то пару (d(E,I),α) будем называть малым  
(E,I)-абсолютом исходного компакта H с каноническим отображением 

:d( E,I ) Hα → . Если для некоторого отображения : K Hβ →  выполнено усло-
вие 1 из теоремы 1, то будем писать 1)β∈ . Аналогичным образом введём обо-
значения 2 )β∈  и 3 )β∈ .  
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Т е о р е м а  2. Малый (E,I)-абсолют d(E,I) является жёстким в следую-
щем смысле: пусть : d( E,I ) d( E,I )γ → , причём αγ = α ; тогда γ является тож-
дественным.  

Доказательство. Предположим противное и найдём A d( E,I )∈ , для ко-
торого ( A ) Aγ ≠ . Пусть 1WA∈ , 2)( WA ∈γ  и ∅=∩ 21 WW . По теореме 1 имеем 

2 )α∈ . Найдём I-дизъюнктные EFF ∈21,  и IP∈  с соответствующими свойст-
вами. Всегда можно считать, что 1 2F F P∩ ⊂ . Тогда 

1 1 1
1 2int intA ( ( F )) ( ( F )) G− − −∈ α ∩ γ α = . Поскольку 3 )α∈ , то найдётся 

1
1A G\ ( P )−∈ α . Получаем, 1 1 2( A ) ( F \ P ) ( F \ P )α ∈ ∩ =∅ . Противоречие доказы-

вает, что ( A ) Aγ = .  
 
2. Условия хаусдорфовости (d(E,I),α) 
 
Именно для малых (E,I)-абсолютов будут получены основные характери-

зации. В этом пункте будут указаны условия, при которых d(E,I) является хаус-
дорфовым.  

Предложение 3. Для того чтобы d(E,I) было хаусдорфовым, необходимо и 
достаточно, чтобы для любых I-дизъюнктных 1 2F ,F E∈  нашлись 1 2K ,K E∈ , 
такие что 1 2K K H∪ =  и i iF P I∩ ∈  (где i = 1; 2). 2) Пусть выполнено следую-
щее условие: если F E∈ , то существует 1F E∈ , для которого 1F F H∪ =  и F,F1 
I-дизъюнктны. Тогда d(E,I) — хаусдорфовое.  

Доказательство. 1) Необходимость, по существу, была установлена в  
примере 1. Докажем достаточность. Пусть 1 2A ,A d( E,I )∈ . Выберем  
I-дизъюнктные 1; 2i iF A ( i )∈ = . Для них найдём 1 2K ,K E∈  из условия. Тогда 

i i i iA F W d( E,i )\ K∈< >⊂ = < >  и 1 2W W∩ =∅ .  
2) Проверим выполнение условия из предложения 3. 1) Пусть 1 2F ,F E∈   

I-дизъюнктные. Для F1 возьмём F3 из формулировки. Тогда 1 3F F H∪ = , 

1 3F F I∩ ∈  и 2 1F F I∩ ∈ , что и требовалось.  
Т е о р е м а  3. 1) Пусть выполнено следующее условие: для 1P I∈  най-

дётся 2P I∈ , такое что 1 2P P⊂  и 2H \ P  является нормальным топологическим 
пространством. Тогда E(H) d(E(H),I) — хаусдорфовое. 2) Пусть выполнены сле-
дующие два условия: i) если, P I∈ , то существует h C( H )∈ , для которого 

1 0P h ( ) I−⊂ ∈ ; ii) если замкнутое nK ( F E :n N )= ∪ ∈ ∈ , то K E∈ . В этом слу-
чае d(E(I) — хаусдорфовое. 3) Пространство d( Z( H ), ( H ))Θ  является хаус-
дорфовым.  

Доказательство. 1) Пусть 1 2F ,F E( H )∈  I-дизъюнктны. По 

1 1 2P F F I= ∩ ∈  найдём 2P I∈  из условия. Тогда 1 2F \ P , 2 2F \ P  замкнутые и не 
пересекающиеся в нормальном 2H \ P . Поэтому существуют открытые 

1 2 2G ,G H \ P⊂ , для которых 1 2G G∩ =∅  и 2 1 2i iG F \ P ( i , )⊃ = . Тогда G1, G2 от-
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крыты в Н, и множества 1 2i iK H \ G ( i , )= =  удовлетворяют условиям пункта 1 
из предложения 3.  

2) Пусть 1 2F ,F E∈  и 1
1 2 0F F h ( ) I−∩ ⊂ ∈ . Для каждого n N∈  рассматри-

ваем 1 1 1
1 iM( i,n ) h , F

n n
− ⎛ ⎞⎡ ⎤= ∩⎜ ⎟⎢ ⎥+⎣ ⎦⎝ ⎠

 и находим F( i,n ) E∈  из пункта 1 предложе-

ния 3, (где i = 1, 2). Полагаем 1 0iK F( i,n ) h ( ) E−= ∪ ∪ ∈ . Тогда 1 2K K H∪ =  и 
1 2i iK F I ( i , )∩ ∈ =  и остаётся применить пункт 1 предложения 3. Заметим, что 

3) следует из 2).  
Замечание. Компакт d(E(H),I(H)), где I(H) является решёткой всех замкну-

тых нигде не плотных множеств в H, совпадает с абсолютом Глисона–
Пономарёва ([2]). Компакт d( Z( H ), ( H ))Θ , где ( H )Θ  является решёткой всех 
замкнутых нигде не плотных нуль-множеств, совпадает с секвенциальным аб-
солютом H ([2], [4]).  

 
3. Построение замыкающего отображения 
 
Результаты из этого пункта являются существенными для вывода в пункте 

4 основных характеризаций малых (E,I)-абсолютов.  
Будет рассмотрена следующая ситуация: пусть K1,K2 — компакты; 

i i:K Hβ →  являются непрерывными и сюръективными, причём 3i )β ∈ , где  
i = 1, 2 (см. теорему 1). Считаем, что 1 1)β ∈  и 2 2)β ∈ . Таким образом, задана 
диаграмма (K1,K2,H), для которой нужно построить замыкающее отображение 

1 2q :K K→ .  
Предложение 4. Пусть 1t K∈  и 1

1intB( t ) { F E : t ( F )}−= ∈ ∈ β . Тогда мно-
жество 1

2q( t ) [ cl ( F \ P ) :F B( t ),P I ]−= ∩ β ∈ ∈  состоит из одной точки.  
Доказательство. Пусть 1 2q ,q q( t )∈ . Найдём непересекающиеся 

1 2 2W ,W K⊂ , такие что 1 2i iq W ( i , )∈ = . Поскольку 2 2)β ∈ , то найдём I-дизъ-
юнктные 1 2F ,F E∈  и 1P I∈  для множеств W1,W2. С другой стороны, 1 1)β ∈ ; по-
этому существует 2P I∈  из условия 1). Всегда можно считать, что 2 1P P⊃  и 

1
1 1 2t cl ( ( F \ P ))−∈ β .  

Поскольку K2 — хаусдорфово, 2 2)β ∈  и 1
1 2 1 2intq G cl ( F \ P )−∈ = β , то суще-

ствуют 3F E∈  и 3P I∈  со свойствами: 3 2P P⊃ , 1
2 3 3 2cl( ( F \ P )) K \ G−β ⊃  и 

1
1 2 3 3q cl( ( F \ P ))−∉ β . Тогда 1 3F F H∪ = . По 1 3)β ∈  получаем 

13
1

121
1

1 )())\( KFPFcl =∪ −− ββ  и 1
1 3intt ( F )−∈ β . По заданию q(t) имеем 

1
1 2 3 3q cl ( F \ P )−∈ β , что противоречит условию 1

1 2 3 3q cl( ( F \ P ))−∉ β .  
Замечание. Предложение 4 позволяет задать отображение 1 2q :K K→ . 

Сразу же отметим, что q замыкает диаграмму 1 2( K ,K ,H ) . Действительно, если 
бы 2 1q( t ) ( t )β ≠ β , то найдём непересекающиеся 1 2F ,F E∈  с условиями: 
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1 1int( t ) Fβ ∈ , 2 2intq( t ) Fβ ∈ . Тогда 1F B( t )∈  и 1 1
2 1 2 2q( t ) ( F ) ( F )− −∈β ∩β =∅ . Про-

тиворечие доказывает, что q замыкает диаграмму.  
Предложение 5. Отображение 1 2q :K K→  — непрерывное и сюръектив-

ное.  
Доказательство. Пусть 2q( t ) G K∈ ⊂ . Найдутся F B( t )∈  и P I∈ , для 

которых 1
2cl ( F \ P ) G−β ⊂ . Тогда 1

1intt ( F )−∈ β  и 1
1intq( ( F )) G−β ⊂ . Это и озна-

чает непрерывность q.  
Пусть теперь 2s K∈ . Докажем, что 1s q( K )∈ . Предположим противное. 

Тогда тоже s не принадлежит компакту q(K1). По 2 2 )β ∈  найдём F E∈  и P I∈ , 
такие что 1

2ints cl ( F \ P )−∈ β  и 1
2 1cl ( F \ P ) q( K )−β ∩ =∅ . Если 1

1t ( F \ P )−∈β , то 
1

2q( t ) ( F \ P )−∈β  и поэтому 1q( t ) q( K )∉ . Пришли к противоречию.  
Замечание. Предложение 5 показывает, что отображение 1 2q :K K→  ис-

комое. Оказывается, что q является единственным отображением с этими свой-
ствами.  

Предложение 6. Пусть 1 2:K Kγ →  непрерывное и замыкает диаграмму 

1 2( K ,K ,H ) . Тогда qγ = .  
Доказательство. Пусть 1

1intt ( F )−∈ β . Предположим, что 
1

2( t ) cl ( F \ P )−γ ∉ β  для некоторого P I∈ . Существует 2W K⊂ , такое что 
( t ) Wγ ∈  и 1

2W ( F \ P )−∩β =∅ . Тогда 1 1
1intt G (W ) ( F )− −∈ = γ ∩ β . Найдём 

1
1 1t G\ ( P )−∈ β . Тогда 1

1 2( t ) W ( F \ P )−γ ∈ ∩β =∅ . Противоречие доказывает, что 
1

2( t ) cl ( F \ P )−γ ∈ β . По предложению 4 имеем ( t ) q( t )γ = .  
Предложение 7. Пусть 1 2 )β ∈  и 2 1)β ∈  (т. е. для отображения α выпол-

нены условия 1, 2, 3 из теоремы 1). Тогда замыкающее отображение 1 2q :K K→  
инъективное.  

Доказательство. Пусть 1 2t t≠  в K1 и 1i it W K∈ ⊂ , 1 2 1;2W W ( i )∩ =∅ = . 
Поскольку 1 2 )β ∈ , то можно взять соответствующие 1 2F ,F E∈  и P I∈ . Тогда 

1
1int 1;2i it ( F ) ( i )−∈ β = . Далее 2 1)β ∈ ; найдём 1P I∈  со свойствами: 1P P⊃ , 

1 1
2 1 1 2 2 1cl ( F \ P ) cl ( F \ P )− −β ∩ β =∅ . Это означает, что 1 2q( t ) q( t )≠ .  

 
4. Характеризации малых (E,I)-абсолютов 
 
Следующие результаты являются непосредственными следствиями пред-

ложений 4–7.  
Т е о р е м а  4. Малый абсолют ( d( E,I ), )α  является единственным не-

прерывным и сюръективным прообразом H с условиями 1)α∈ , 2 )α∈ , 3 )α∈ .  
Доказательство. Пусть ( K , )β  — другой прообраз H с этими условиями. 

По предложению 4 задаём замыкающее отображение :K d( E,I )γ → . По пред-
ложениям 5 и 7 это отображение является гомеоморфизмом.  
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Т е о р е м а  5. Малый абсолют ( d( E,I ), )α  является единственным наи-
меньшим непрерывным и сюръективным прообразом H с условиями 1)α∈ , 

3 )α∈ .  
Доказательство. Пусть сначала ( K , )β  — другой прообраз H с условиями 

1) и 3). По предложениям 4 и 5 существует :K d( E,I )γ → .  
Пусть ( M , )δ  — другой наименьший прообраз H с этими условиями; то-

гда существует непрерывное и сюръективное 1 :d( E,I ) Mγ → . Аналогично су-
ществует 2 :M d( E,I )γ → . Тогда 1 2 :d( E,I ) d( E,I )γ γ →  замыкает диаграмму 
( d( E,I ),d( E,I )),H ) . По теореме 2 2 1γ γ  является гомеоморфизмом. Поэтому и 

1γ  — гомеоморфизм.  
Аналогичным образом устанавливается следующий двойственный для 

теоремы 5 результат.  
Т е о р е м а  6. Малый (E,I)-абсолют ( d( E,I ), )α  является единственным 

наибольшим непрерывным и сюръективным прообразом H с условиями: 2 )α∈ , 
3 )α∈ .  
Следующий результат показывает, что отображение :H d( E,I )α →  явля-

ется функториальным.  
Т е о р е м а  7. Пусть H1, H2 — компакты и i i i( ( E ,I ), )α α  являются ма-

лыми i i( E ,I ) -абсолютами 1; 2iH ( i )= . Пусть 21: HH →β  непрерывное и сюръ-
ективное отображение, причём если 2F E∈ , то 1

1( F ) E−β ∈ ; аналогично если 

2P I∈ , то 1
1( P ) I−β ∈ . Тогда существует единственное непрерывное и сюръек-

тивное отображение 1 1 2 2s( ) :d( E ,I ) d( E ,I )β → , для которого 1 2s( )βα = α β .  
Доказательство. Строим замыкающее отображение r( )β  для диаграммы 

1 1 2 2( d( E ,I ),d( E ,I ),H ) . По предложению 6 такое отображение единственное.  
Т е о р е м а  8. Для любого малого (E,I)-абсолюта d(E,I) компакта H су-

ществует непрерывное и сюръективное :d( E( H ),I( H )) d( E,I )γ → .  
Доказательство. К тождественному e :H H→  применим теорему 7.  
 
5. Функциональное описание малых (E,I)-абсолютов  
 
Известная теорема Накано—Шимогаки даёт описание непрерывных функ-

ций на абсолюте Глисона—Пономарёва с помощью функций, заданных на H и 
непрерывных на множествах второй категории. Аналогичным образом непре-
рывные функции на секвенциальном абсолюте описываются с помощью функ-
ций, заданных на H и непрерывных на дополнении до объединения последова-
тельности нигде не плотных нуль-множеств ([1]; обобщение см. в работе [3]). 
Но такое удобное описание уже невозможно для случая счётного абсолюта (см. 
работу [4]).  

Выясним, на каком языке целесообразно описывать непрерывные функ-
ции на малых (E,I)-абсолютах.  
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Предложение 7. Пусть h C( d( E,I ))∈ и m N∈ . Тогда существует 
P P( m ) I= ∈  со свойством: если t H \ P∈  и 1

1 2A ,A ( t )−∈α , то 

1 2
3| h( A ) h( A )|
m

− ≤ .  

Доказательство. Для любого целого k  строим F( m,k ) E∈  со свойством: 

1 11 1 1k k k kh , int( F( m,k ) ) F( m,k ) h ,
m m m m

− −⎛ + ⎞ − +⎡ ⎤ ⎛ ⎞⊂ < > ⊂< >⊂ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎝ ⎠
. Воспользуем-

ся пунктом 2 предложения 2 и найдём P( m,k ) I∈ , для которого 

1 1k kh , \ P( m,k ) int F( m,k )
m m

−⎛ + ⎞⎡ ⎤α ⊂⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠
. Тогда P( m ) P( m,k ) I= ∪ ∈  — искомое: 

действительно, для t H \ P( m )∈  найдём 1A ( t )−∈α  и целое k  с условием: 
1k kh( A )

m m
+

≤ ≤ . По построению P( m )  имеем t ( A ) int F( m,k )= α ∈ . По пунк-

ту 3 предложения 1 получаем 1 1 1 2k k( t ) F( m,k ) h ,
m m

− − ⎛ − + ⎞⎡ ⎤α ⊂< >⊂ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠
, что и 

даёт требуемый результат.  
Замечание. Если t H \ P( m )∈ ∪ , то h является постоянной на 1( t )−α . Дру-

гими словами, на множестве H \ P( m )∪  задаётся функция f ( h ) :H \ P( m ) R→ , 
где 1 1f ( h )( t ) h ( ( t ))− −= α . Поскольку функция h C( d( E,I ))∈ , то 
f ( h ) C* ( H \ P( m ))∈ .  

Для функции h C( d( E,I ))∈  зададим функцию r(h) на компакте H сле-
дующим образом: 1r( h )( t ) sup( h( A ) : A ( t ))−= ∈α .  

Предложение 8. 1) Для функции r(h) выполнено следующее условие (*): 
если a,b — вещественные числа (где a<b), то существуют 1 2F ,F E∈  и P I∈ , для 
которых 1 2F F P∩ ⊂ , 1intF { t :r( h ) a }\ P⊃ ≤ , 2intF { t :r( h ) b }\ P⊃ ≥ . 2) Пусть 
функция f задана и ограничена на H и для неё выполнено условие (*). Тогда су-
ществуют nP I∈ , такие что f непрерывна на nH \ P∪ .  

Доказательство. 1) Найдём m N∈  и целое s, для которых 
1 2s sa b

m m
− +

< < < . Полагаем 1 1F ( F( m,k ) : k s )= ∪ ≤ − , 2F ( F( m,k ) :k= ∪ ≥  

2s )≥ +  (см. доказательство предложения 7. 2) Пусть m N∈  и k — целое; пола-

гаем 1k ka b
m m

+
= < = . Обозначим через P( m,k )  то множество P I∈ , которое 

указано в условии (*). Тогда P( m ) ( P( m,k )) I= ∪ ∈  и последовательность 
{ P( m )}  — искомая.  

Предложение 9. Пусть f :H R→  — ограниченная функция, удовлетво-
ряющая условию (*). Тогда существует единственная функция 
m( f ) C( d( E,I ))∈ , которая совпадает с f α  на множестве второй категории.  

Доказательство. Пусть nP I∈  из пункта 2 предложения 8. Тогда f α  не-
прерывна на множестве 1

nT d( E,I )\ ( P )−= ∪α  второй категории. Осталось про-
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верить, что f α  может быть непрерывно продолжена с T на весь компакт 
d( E,I ) . В противном случае, существуют A d( E,I )∈ , m N∈  и целое k, для 

которых 1 1 2 2
1k kA cl A T : f ( ( A )) cl A T : f ( ( A ))

m m
+⎧ ⎫ ⎧ ⎫∈ ∈ α ≤ ∩ ∈ α ≥⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭
. Но 

1 1 1kA T : f ( A ) F( ,m,k )
m

⎧ ⎫∈ ≤ ⊂< >⎨ ⎬
⎩ ⎭

 и 2 2
1 2kA T : f ( A ) F( ,m,k )

m
+⎧ ⎫∈ ≥ ⊂< >⎨ ⎬

⎩ ⎭
, и 

эти множества из E являются I-дизъюнктными. Поэтому 
1 2F( ,m,k ) F( ,m,k )< > ∩ < >=∅ . Пришли к противоречию.  
Замечание. Предложения 8 и 9 показывают, что непрерывные функции на 

малом (E,I) -абсолюте d(E,I) могут быть описаны с помощью семейства M(E,I) 
всех ограниченных функций на H, удовлетворяющих условию (*).  

Предложение 10. 1) Пусть h C( d( E,I ))∈ ; тогда mr( h ) h= . 2) Пусть 
f M( E,I )∈ ; тогда rm( f ) совпадает с f на множестве nH \ ( P I )∪ ∈ . 3) Пусть 

),(, 21 IEMff ∈ , то существует f M( E,I )∈ , совпадающая с 1 2f f+  на множест-
ве nH \ ( P I )∪ ∈ .  

Доказательство. Пункт 1 предложения 10 следует из предложения 9. 
Пункт 2 предложения 10 следует из доказательства предложения 9.  

3) Имеем 1 2m( f ) m( f ) C( d( E,I ))+ ∈  . Тогда 1 2f r( m( f ) m( f ))= +  — ис-
комая.  

Замечание. Пусть P I∈  и f :H R→  ограничена и непрерывна на H \ P . 
Это не значит, что f M( E,I )∈ , так как возможны случаи, когда f α  не может 
быть непрерывно продолжена с 1d( E,I )\ ( P )−α  на весь компакт d(E,I) (ср. ком-
пакт D1 из примера 1. Это показывает, что условие (*) нельзя заменить на более 
удобное требование непрерывности на подпространстве H специального вида.  

 
6. Характеризация нехаусдорфовых пространств d(E,I) 
 
В этом пункте показано, как можно описать d(E,I) в качестве прообраза H, 

если хаусдорфовость d(E,I) не предполагается. Пусть K — компактное T1-про-
странство и :K Hβ →  — непрерывное и сюръективное отображение. Будем 
считать, что для любого F I∈  определено замкнутое e( F ) K⊂ , причём вы-
полнены следующие свойства: а) 1 2 1 2e( F F ) e( F ) e( F )∩ = ∩ ; б) если 1t K K∉ ⊂ , 
то найдутся E-дизъюнктные 1 2F ,F E∈ , для которых 1t e( F )∈ , 1 2K e( F )⊂ ;  
в) e( F ) =∅  тогда, когда F I∈ .  

Предложение 11. Пусть A d( E,I )∈ . Тогда множество q( A ) =  
( )e( F ) :F A= ∩ ∈ состоит из одной точки.  
Доказательство. Поскольку K является компактным пространством и вы-

полнено свойство в) ( в ) )≡ β∈ , то q( A )  — непустое. Пусть теперь 

1 2q , q q( A )∈ . По б )β∈  найдём I-дизъюнктные 1 2F ,F E∈ , для которых 

i iq e( F )∈ . По свойствам отображения :d( E,I ) Hα →  имеем 

1 2F F< >∩< >=∅ . Можно считать, что 1F A∉ . Поэтому существует 3F A∈ , 
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причём 1 3F ,F  I-дизъюнктные. По а )β∈ , в )β∈  имеем 1 3e( F ) e( F )∩ =∅ . Это 
означает, что 1 3q e( F )∉ . Пришли к противоречию.  

Замечание. Предложение 12 позволяет задать отображение 
q :d( E,I ) K→ . По свойствам а )β∈  и в )β∈  получаем, что отображение q — 
инъективное.  

Предложение 12. Отображение q является непрерывным и сюръективным.  
Доказательство. Пусть q( A ) G K∈ ⊂ . По б )β∈  найдём I-дизъюнктные 

1 2F ,F E∈ , для которых 1q( A ) e( F )∈  и 2K \ G e( F )⊂ . Тогда 1F A∈  и 

2A W d( E,I )\ F∈ = < > . Проверим, что p(W ) G⊂ . Для 1A W∈  найдём 1F A∈ , 
который I-дизъюнктен 2F . Тогда 1 2q( A ) e( F )∉  и 1q( A ) G∈ . Непрерывность 
доказана.  

Пусть s K∈ . Обозначим ( )B( s ) F E :s e( F )= ∈ ∈ . Тогда B( s )  I-фильтр и 
B( s ) A d( E,I )⊂ ∈ . Установим, что B( s ) A= : если F A\ B( s )∈ , то s e( F )∉  и 
существуют I-дизъюнктные 1 2F ,F I∈  с условиями: 1s e( F )∈ , 2e( F ) e( F )⊂ . То-
гда 1F B( s )∈  и IFF ∈1∩ , что противоречит 1F ,F A∈ . Доказано, что B( s ) A= . 
Тогда по заданию B( s )  и предложению 11 имеем q( A ) s= .  

Т е о р е м а  9. 1) Отображение q : d( E,I ) K→  является гомеоморфиз-
мом. 2) Пространство d( E,I )  полностью характеризуется как прообраз H со 
свойствами а), б), в), введенными в разделе 6. 3) Если для β выполнено допол-
нительное свойство г): 1e( F ) ( F )−⊂ β , то qβ = α .  

Доказательство. 1) Осталось проверить, что если P замкнуто в d( E,I ) , 
то q( P )  замкнуто в K. Пусть s q( P )∉ . По предложению 12 найдётся 
A d( E,I )∈ , для которого q( A ) s= . Найдём I-дизъюнктные 1 2F ,F E∈ , такие 
что 1A F∈< > , 2P F⊂< > . Тогда 1 2e( F ) e( F )∩ =∅ , что даёт 

1 2s e( F ) K \e( F ) W∈ ⊂ = . Таким образом, у точки s существует окрестность W, 
не пересекающая q( P ) .  

2) Утверждение следует из пункта 1 доказательства теоремы 9 и того фак-
та, что а )α∈ , б )α∈ , в )α∈ .  

3) Предположим, что ( q( A )) ( A )β ≠ α . Найдём непересекающиеся 

1 2F ,F E∈  с условиями: 1( A ) int Fα ∈ , 2( q( A )) int Fβ ∈ . Тогда 1A F∈< >  и 
1

1 1q( A ) e( F ) ( F )−∈ ⊂ β . Получаем 1 2( A ) F Fβγ ∈ ∩ =∅ . Пришли к противоречию.  
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В. Ф. Зайцев, К. В. Павлюков  
 

РЕШЕНИЕ ПРЯМОЙ И ОБРАТНОЙ ЗАДАЧ ГРУППОВОГО АНАЛИЗА 
ДЛЯ СИСТЕМ АВТОНОМНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

 
Рассматривается разрешимость прямой и обратной задач группового 

анализа для некоторых видов систем двух обыкновенных дифференциальных 
уравнений второго порядка. Найдены широкие классы систем такого вида, 
допускающих операторы группы Ли точечных преобразований. Доказано, что 
исследование подобных систем сводится к рассмотрению систем двух обык-
новенных дифференциальных уравнений первого порядка, причём первое урав-
нение является уравнением Абеля второго рода и может решаться независи-
мо от второго уравнения.  

 
Ключевые слова: дифференциальное уравнение, групповой анализ, об-

ратная задача.  
 

V. Zaitsev, K. Pavlukov  
 

ON THE RIGHT AND INVERSE PROBLEMS OF GROUP ANALYSIS  
OF THE AUTONOMOUS SYSTEMS  

OF ORDINARY SECOND-ORDER DIFFERENTIAL EQUATIONS 
 
The solvability of the right and inverse problem of group analysis for some 

systems of two ordinary second-order differential equations is discussed. Large 
classes of such systems that allow a Lie group operators have been found. It has 


