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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  
В ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКО-ОРИЕНТИРОВАННОМ ОБУЧЕНИИ  

СТУДЕНТОВ ФИЗИКЕ ПОВЕРХНОСТИ  
КОНДЕНСИРОВАННЫХ ВЕЩЕСТВ 

 
Развивается методический подход к исследовательско-ориентирован-

ному обучению студентов основам математического моделирования реаль-
ных процессов. Возможности подхода раскрываются на примере теоретиче-
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ского анализа явления упругого отражения электронов от поверхности твер-
дого тела.  

 
Ключевые слова: обучение физике поверхности твердого тела, матема-

тическое моделирование, электронная спектроскопия, упругое рассеяние элек-
тронов.  

 
V. Pronin, I. Khinich, I. Chistotin 

 
MATHEMATICAL MODELING IN RESEARCH-ORIENTED TEACHING 

STUDENTS THE CONDENSED SUBSTANCES SURFACE PHYSICS 
 
Methodological approach to students research-oriented teaching of basics of 

mathematical modeling of real processes is developed. The application of the 
method is described through an example of theoretical analysis of elastic electron 
scattering from solid surface phenomenon.  

 
Keywords: teaching solid state surface physics, mathematical modeling, elec-

tron spectroscopy, elastic electron scattering.  
 

Неотъемлемой составляющей полноценного физического образования яв-
ляя-ется участие студентов в научно-исследовательской работе, их «обучение 
через науку». При этом несомненный интерес представляет освоение студента-
ми как современных методов физического эксперимента, так и современного 
теоретического описания наблюдаемых явлений. В работе [10, с. 139–148] на 
примере обучения студентов физике поверхности конденсированного вещества 
рассматриваются методические подходы к проведению экспериментальных 
структурных исследований поверхности твердых тел методами вторично-
электронной спектроскопии и предлагаются конкретные учебно-исследователь-
ские задания. В то же время предметом исследовательского обучения студентов 
может быть и теоретическое описание некоторых вторично-электронных явле-
ний, их математическое моделирование.  

Сформулируем основные требования к выбору предметного материала 
для студенческого теоретического исследования: 

• возможность построения относительно простой модели изучаемого яв-
ления, допускающей математическое описание; 

• возможность модификации модели с целью учета различных реальных 
факторов; 

• разработанность теоретического вопроса на разных уровнях сложности 
и в рамках разных подходов, что позволяет сопоставлять результаты расчетов, 
осуществляемых по различным моделям; 

• возможность организации современного вычислительного эксперимента; 
• востребованность при изучении этого вопроса большого объема зна-

ний по различным разделам физики; 
• наличие достаточного количества экспериментальных результатов, что 

позволяет проведение разностороннего сопоставления расчетов с экспериментом; 
• возможность практического использования результатов расчета.  
Указанным требованиям полностью удовлетворяет теоретический анализ 

явления упругого отражения электронов от разупорядоченных поверхностей 
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твердого тела. Можно отметить множественность подходов к решению этого 
вопроса (уравнение переноса Больцмана, метод статистических испытаний, фе-
номенологические теории), возможность использования на разных уровнях 
сложности различных моделей упругого и неупругого рассеяния электронов (в 
том числе и готовых результатов), возможность сопоставления расчетов с экс-
периментальными результатами, полученными в настоящее время для широко-
го класса веществ и энергий. Надо сказать, что при исследовании характеристик 
упруго отраженных электронов (УОЭ) основными расчетными результатами 
являются их пространственные распределения, экспериментальное исследова-
ние которых является достаточно сложной задачей.  

Обсуждаемое теоретическое исследование дидактически и методически 
значимо, так как его результаты существенны для расширения физических 
представлений о взаимодействии электронов с твердым телом и позволяют ос-
мыслить возможности использования методов электронной спектроскопии для 
изучения физики поверхности твердого тела.  

В основе моделирования упругого отражения электронов от поверхности 
твердого тела лежат экспериментальные данные о том, что в области энергий  
E > 100 эВ превалирующую роль в рассматриваемом явлении играют индиви-
дуальные акты упругого взаимодействия электронов с отдельными атомами 
твердого тела [1, с. 151–165]. В области меньших энергий длина волны  
де-Бройля становится соизмеримой с межатомным расстоянием, и взаимодей-
ствие электрона происходит со многими атомами твердого тела одновременно.  

Простейшей феноменологической моделью явления упругого отражения 
является модель однократного рассеяния, на основе которой студенты могут 
ознакомиться с принципами рассматриваемого теоретического описания. По 
этой модели монокинетический пучок электронов с энергией E входит в одно-
родное и изотропное твердое тело под определенным углом φ, экспоненциально 
ослабляется по мере своего движения и выходит из твердого тела в результате 
только одного акта рассеяния, происходящего на разных глубинах z (рис. 1).  

 
Рис. 1. Траектория электрона в модели однократного рассеяния 

 
Закон экспоненциального ослабления электронного пучка имеет вид: 
0 0exp expI I ( d ) I ( d )= ⋅ −µ ⋅ = ⋅ − λ , где I — интенсивность пучка после 
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прохождения пути d; I0 — интенсивность падающего пучка; µ — коэффициент 
ослабления электронного пучка, который считается не зависящим от направле-
ния движения и глубины проникновения в вещество; λ = 1/µ — длина свободно-
го пробега электрона в веществе. Ослабление прямолинейного монокинетиче-
ского электронного пучка определяется двумя процессами: выбыванием элек-
тронов за счет актов неупругого взаимодействия (с потерями энергии) и за счет 
упругого рассеяния; при этом µ = µн + µу или )( унун λλλλλ +⋅= , где λн и  
λу — длины свободных пробегов до неупругого и упругого соударений. Тогда 
интенсивность потока электронов, упруго рассеянных на угол θ на глубине 
z…z+dz и пересекающих поверхность под углом α внутри телесного угла ∆Ω: 

 

cos cos
0 cos

z zn dz d ( )I( , ,z ) I e e
d

− −λ ϕ λ α⋅ σ θ
θ ϕ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

ϕ
∆Ω

Ω
, 

 

где θ = π — (φ + α); второй сомножитель определяет ослабление «входящего» 
пучка электронов до упругого рассеяния на глубине z; третий — вероятность 
рассеяния на отрезке пути внутри слоя dz; n — объемная плотность рассеиваю-
щих центров, четвертый сомножитель — это дифференциальное сечение упру-
гого рассеяния, определяющее интенсивность рассеяния на угол θ, пятый — 
определяет ослабление рассеянного пучка электронов.  

Интегрирование последнего выражения по z дает дифференциальный ко-
эффициент упругого отражения электронов (в единичном телесном угле): 

0

0 cos1
cos

I( , ,z ) dz
n d ( )r ( , )

I d

∞

θ

θ ϕ ⋅
⋅λ σ θ

θ ϕ = = ⋅
ϕ⋅ +
α

∫
∆Ω Ω

.                             (1) 

Важнейшей характеристикой упругого рассеяния электронов являются 
дифференциальные сечения, определение которых представляет достаточно 
сложную задачу. Как уже указывалось, в области энергий, больших сотен элек-
трон-вольт, с достаточным основанием в качестве рассеивающих центров мож-
но рассматривать отдельные атомы твердого тела. В качестве следующего при-
ближения сечения упругого рассеяния электронов отдельными атомами твердо-
го тела можно использовать соответствующие сечения рассеяния на свободных 
атомах, которые в настоящее время рассчитаны практически для всех веществ в 
широком интервале энергий электронов. Результат такой замены целесообразно 
обсудить со студентами — перекрытие потенциалов соседних атомов в первую 
очередь проявится при больших прицельных расстояниях и соответственно при 
малых углах рассеяния.  

В простейших случаях дифференциальные сечения упругого рассеяния 
электронов могут быть определены самими студентами. К этим случаям отно-
сятся вычисления по формуле Резерфорда, соответствующей кулоновскому по-
тенциалу, и на основе модификации этой формулы [6] при учете экранирования 
потенциала ядра внешней электронной оболочкой: 
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)/)2/(sin8(
4)(

экрrmE
mez

d
d

+⋅
=

Ω θ
θσ , 

где rэкр — радиус экранирования.  
Область применимости последней формулы (первое приближение Борна) 

соответствует E > Eгр = 13,5·z2 (эВ), и в области энергий сотни электрон-вольт 
— единицы килоэлектрон-вольт она может быть применена только для относи-
тельно легких веществ. Для любых веществ в той же области энергий достовер-
ные результаты расчета дифференциальных сечений упругого рассеяния полу-
чаются при решении волнового уравнения (в общем случае уравнения Дирака) 
для корректных потенциалов атома. Как указывалось, в настоящее время такие 
результаты рассчитаны практически для всех веществ [14], обычно они приво-
дятся в виде таблицы с шагом ∆θ = 1°. Естественно, что в области применимо-
сти первого приближения Борна студенты могут сопоставить собственные рас-
четы с этой базой данных.  

Ясно, что знание дифференциальных сечений упругого рассеяния элек-
тронов позволяет вычислить λу: 

1

0

2 sinу
d ( )n d

d

π
− σ θ

λ = ⋅ π⋅ ⋅ θ ⋅ θ∫ Ω
.                                       (2) 

Для определения параметра λн также существует несколько моделей, вы-
числения по которым представляют не менее сложную задачу. В то же время 
для учебно-исследовательской деятельности студентов более предпочтитель-
ными являются две другие возможности — воспользоваться готовыми данными 
для λн [15] или оставить этот параметр в качестве подгоночного.  

Как уже обсуждалось, одним из важнейших моментов научного творчест-
ва студентов является возможность модифицирования феноменологической 
модели, при этом часть модификаций может быть предложена студентам в  
готовом виде, а некоторые — на идейном уровне. Так, в работе [3, с. 1755–1759] 
показано, что, помимо ослабления электронного пучка в объеме твердого  
тела, определяемого коэффициентом µ, могут быть учтены и поверхностные 
потери энергии (в первую очередь, на возбуждение поверхностных плазмонов) 
при прохождении электроном в обе стороны границы твердое тело — ва- 
куум, вероятность которых описывается эмпирической формулой 

cosP( ) B( z ) ( E )ϕ = ⋅ ϕ , где В(z) — параметр, определяемый материалом  
мишени; Е, эВ — энергия. Так, для Au экспериментально определенный пара-
метр В = 2,9. Тогда: 

1 1 cos1
cos

n d ( )r ( , ) ( P( )) ( P( ))
dθ

⋅λ σ θ
θ ϕ = − α ⋅ − ϕ ⋅ ⋅

ϕ
+

α
Ω

. 

В качестве других модификаций модели можно учесть преломление элек-
тронов на границе вакуум—твердое тело (рис. 1) по формулам: 

0sin sin
sin sin

' ' E eU
E

+ϕ α
= =

ϕ α
 (U0 — внутренний потенциал образца), а также пред-
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ложить студентам самостоятельно выполнить корректировку дифференциаль-
ных сечений упругого рассеяния на свободных атомах в виде их «обрезания»  
в области малоуглового рассеяния.  

Наконец, интересным для обсуждения со студентами является возмож-
ность косвенного учета в рассматриваемой модели нескольких актов рассеяния, 
чему соответствует изменение в формуле (2) нижнего предела интегрирования 
0 на θ0. Интегрирование не по всему интервалу изменения θ соответствует тому, 
что «разрешается» выход в качестве упруго отраженных электронам, испытав-
шим второе (третье и т. д. ) упругое рассеяние в диапазоне углов [0, θ0]. При не-
больших θ0 это дополнительное рассеяние является малоугловым. Математиче-
ски обсуждаемый косвенный учет кратного рассеяния приводит к росту λ и по 
формуле (1) — к пропорциональному росту абсолютной интенсивности упруго-
го рассеяния rθ(θ,φ) в узком телесном угле при всех θ.  

Сопоставление теоретически рассчитанных rθ(θ,φ) с экспериментальными 
кривыми углового распределения УОЭ позволяет обсудить со студентами кор-
ректность рассматриваемой модели и влияние на результаты расчета выбора тех 
или иных параметров. Экспериментальные кривые в разных работах представ-
ляются в абсолютных или в относительных единицах. Если они представлены в 
относительных единицах I(θ), то возможно сравнение с ними лишь по форме, а 
сопоставляемые кривые должны быть нормированы при одном и том же угле 
рассеяния.  

На рис. 2 проводится сопоставление экспериментальных угловых распре-
делений УОЭ от Au [3, с. 1755–1759; 4, с. 614–617] в абсолютных (а) и в отно-
сительных (б) единицах с теоретическими расчетами по модели однократного 
упругого рассеяния. Видно, что все теоретические значения являются занижен-
ными и характеризуются несравнимо большим контрастом (отношением интен-
сивностей в максимуме и в минимуме), соответствующим контрасту дифферен-
циального сечения упругого рассеяния. При этом доля однократно рассеянных 
электронов существенно разнится в минимумах и максимумах углового распре-
деления, составляя в минимумах около 5%, а в максимумах — до 60–70%. Доля 
однократно рассеянных электронов в интегральном r составляет около 60%.  

 

 
а)                                                             б) 

 
 
 

Рис. 2. Угловые распределения rθ(θ) для Au, φ = 75º: а — E = 1000 эВ, 
б — E = 500 эВ (кривые нормированы при θ = 130º).  

Сплошные кривые — эксперимент, штриховые — расчет 
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В общем случае вклад однократно рассеянных электронов уменьшается с 
ростом отношения λн / λу. Анализ этого отношения [8, с. 79–85] показывает, что 
для веществ с большими z оно возрастает с ростом энергии, и для этих веществ 
модель однократного рассеяния лучше работает в области так называемых 
средних энергий 100–1000 эВ. Для легких веществ это отношение меньше, чем 
для тяжелых, и практически не зависит от энергии, что определяет для этих ве-
ществ достаточно большой вклад однократного рассеяния.  

Таким образом, выясняется, что модель однократного рассеяния не может 
количественно описать пространственные распределения УОЭ, для корректного 
описания которых необходим учет кратного рассеяния. В то же время оказыва-
ется, что рассмотренная модификация этой модели за счет подбора θ0 (и соот-
ветственно λу) при нормальном угле падения первичного пучка позволяет до-
стигнуть достаточно хорошего согласия теоретических результатов с экспери-
ментом как для значений интегрального r (рис. 3), так и для значений rθ(θ,φ) для 
больших углов рассеяния. Для различных веществ в широком диапазоне энер-
гий это «согласие» составляет порядка 10% и практически не ухудшается даже 
без учета поверхностных потерь.  

 
 
 
 
 
Возможность применения модифицированной модели однократного рас-

сеяния для расчета характеристик упругого отражения позволяет студентам 
провести практически значимое исследование по определению концентрации 
компонентов образца, состоящего из двух и более известных элементов [7,  
с. 21–26].  

Рассмотрим случай двухкомпонентного образца. Пусть для такого образца 
при определенном значении энергии Е и при φ = 0º известны значения интен-
сивностей потоков УОЭ в узком телесном угле I(θ) в относительных единицах 
для двух углов рассеяния θ1 и θ2 (в диапазоне больших θ, где лучше «работает» 
модифицированная модель однократного рассеяния). Отношение этих интен-
сивностей I(θ2)/I(θ1) не зависит от λ и может быть представлено в виде 

Рис. 3. Зависимости r(E) для Au (φ = 0º), рассчитанные по модели  
однократного рассеяния при различных λу: 1 — λу минимально (θ0 = 0); 

2 — θ0 = π/2; 3 — λу = ∞ (λ = λн). Пунктир — эксперимент [17] 
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где n1 и n2 — неизвестные концентрации известных рассеивающих центров; 
dσ1(θ)/dΩ, dσ2(θ)/dΩ — дифференциальные сечения упругого рассеяния для 
атомов 1-го и 2-го элементов.  

Выражение (3) позволяет определить отношение атомных концентраций 
компонентов твердого тела n1/n2. Для определения их абсолютных значений n1 
и n2 нужно дополнительно измерить плотность двухкомпонентного образца 

1 1 2 2n m n mρ = ⋅ + ⋅ , где m1 и m2 — известные массы атомов. Практически таким 
методом концентрация элементов (которая может быть легко пересчитана и в 
весовые проценты) определяется с погрешностью около 20%, однако при уточ-
нении модели упругого отражения удается повысить и точность метода.  

Важной особенностью обсуждаемой методики является то обстоятельство, 
что она позволяет в одном эксперименте определить и длину свободного пробе-
га электронов λ двухкомпонентной системы, которая является общей для мно-
гокомпонентного образца и не может быть определена из λ1 и λ2 отдельных 
компонент. Для нахождения λ двухкомпонентной системы необходимо изме-
рить абсолютное значение rθ(θ) для одного угла рассеяния при выбранной энер-
гии: 

1 1 2
1 2

( ) ( )1( ) (1 ) ( )
cos( )

d dr n n
d d

−
θ

σ θ σ θ
θ = λ ⋅ + ⋅ +

π − θ Ω Ω
.                 (4) 

Отметим, что длина свободного пробега электронов относительно упруго-
го взаимодействия для двухкомпонентной системы определяется по формуле 

0 0

1 1 2
1 2

( ) ( )2 sin 2 sinу
d dn d n d

d d

π π
−

θ θ

σ θ σ θ
λ = ⋅ π ⋅ θ⋅ θ + ⋅ π ⋅ θ ⋅ θ∫ ∫Ω Ω

.             (5) 

Подставив в формулу (4) n1 и n2, с учетом выражения (5) можно рассчи-
тать не только λ, но и λн. Конечно, для определения λ двухкомпонентной систе-
мы вместо абсолютной интенсивности УОЭ в узком телесном угле можно ис-
пользовать и значение интегрального коэффициента упругого отражения элек-
тронов. Важно отметить, что одновременное определение таким методом λ 
двухкомпонентной системы позволяет обсудить со студентами возможность не 
только количественного определения элементного состава, но и определения 
его распределения по глубине. Для большинства веществ изменение энергии 
электронов E от 100 до 1000 эВ изменяет толщину анализируемого слоя от  
долей до единиц нанометров.  

Студентам для организации подобного теоретического исследования нуж-
но для конкретного двухкомпонентного вещества задать три значения: отноше-
ние интенсивностей УОЭ при двух определенных углах рассеяния при конкрет-
ной энергии E и нормальном угле падения падающих электронов, плотность ρ 
двухкомпонентного образца и интегральное r при той же E.  
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Значительно лучшего согласия с экспериментом, чем по модели одно-
кратного рассеяния, можно достичь в более сложных феноменологических тео-
риях упругого отражения электронов, таких как модель кратного рассеяния или 
модели на основе решения уравнения переноса Больцмана [12, с. 357–374; 16,  
с. 1665–1676]. В то же время, с методической точки зрения, после обсуждения 
результатов расчета по модели однократного рассеяния целесообразно перейти 
со студентами к методу статистического моделирования электронных траекто-
рий (метод Монте-Карло), который позволяет проводить детальное прослежи-
вание электронных траекторий и получать в одном сеансе счета самую разно-
образную информацию [13, с. 13–18].  

Для моделирования электронных траекторий в твердом теле используются 
две основные схемы: схема индивидуальных соударений и схема непрерывного 
замедления. Рассмотрим сначала схему индивидуальных соударений, являю-
щуюся наиболее общей — в ней траектория движения электрона представляет-
ся ломаной линией (рис. 4), в углах которой происходит упругое или неупругое 
взаимодействие электрона с веществом. Учет этих взаимодействий — в прин-
ципе такой же, как и в модели однократного упругого рассеяния.  

 
Рис. 4. Траектория электрона по модели индивидуальных соударений 

 
Перед вычислениями в программу вводятся все необходимые табличные 

данные: дифференциальные сечения упругого рассеяния, значения λн и другие. 
Вычисления начинаются с задания начальных условий расчета: энергии Е, угла 
входа электронов θ0, соответствующего углу падения электронов на образец, 
порядкового номера вещества z, шага расчета ∆θ и общего числа N вбрасывае-
мых электронов. На основании исходных данных вычисляются такие парамет-
ры образца, как λ и λy.  

В процессе расчета в цикл вычислений вбрасывается очередной k-й элек-
трон, которому до цикла присваиваются начальные координаты x0 = y0 = z0 = 0 
и начальный номер шага вычислений i = 0. Последовательность шагов вычис-
лительного цикла соответствует следующим действиям.  
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1. Определяем текущий номер шага вычислений: i = i + 1.  
2. Выбрасываем случайное число W1, равномерно распределенное на про-

межутке [0; 1] и разыгрываем длину si прямолинейного пробега электрона на 
данном шаге по формуле: si = — λy·lnW1. Выбор случайного числа в виде его  
логарифма решает две задачи [9]: преобразование интервала случайных чисел 
[0; 1] в интервал [0; ∞] и трансформирование их равномерного распределения в 
логарифмическое. Последнее лучше отвечает реальному распределению длин 
пробегов, вероятность которых экспоненциально уменьшается с ростом их ве-
личины.  

3. Вычисляем декартовы координаты точки i-го узла взаимодействия по 
формулам: 1 cosi i i ix x s−= + ⋅ α , 1 cosi i i iy y s−= + ⋅ β , 1 cosi i i iz z s−= + ⋅ γ , где xi–1,  
yi–1, zi–1 — координаты точки i — 1-го узла взаимодействия; cos αi, cos βi, cos γi 
— направляющие косинусы, рассчитываемые по формулам [5].  

4. Проверяем по значению z, вышел ли электрон из объема мишени. Если 
— да, то его траектория заканчивается, в модуле выходных данных запомина-
ются его угол выхода, кратность упругого рассеяния на атомах мишени (по зна-
чению i), после чего на первый шаг цикла вбрасываем очередной k+1-й элек-
трон.  

5. Если электрон не вышел из мишени, определяем вид процесса в i-м узле 
взаимодействия: упругое рассеяние или неупругое. Для этого выбрасываем слу-
чайное число W2 [0; 1] и составляем соотношение λ / λy, которое характеризует 
вероятность упругого рассеяния. Если λ / λy ≥ W2, то электрон испытал упругое 
рассеяние. В случае λ / λy < W2 электрон испытал неупругое рассеяние, его тра-
ектория заканчивается, он выбывает из рассмотрения, а на первый шаг цикла 
вбрасываем очередной k + 1-й электрон.  

6. В случае упругого рассеяния электрона разыгрываем полярный θi  
и азимутальный φi углы его рассеяния. Для этого розыгрыша выбрасываем  
два случайных числа W3 [0; 1] и W4 [0; 1]. Полярный угол рассеяния определя-
ется по дифференциальным сечениям упругого рассеяния: 

3
0

( )2 sin
i

y
dW d

d

θ ′σ θ ′ ′⋅ σ = π ⋅ θ ⋅ θ∫ Ω
, где σy = (n·λy)–1 — полное сечение упругого 

рассеяния электронов, а n — объемная плотность рассеивающих центров.  
Как видно, θi определяется из сопоставления нормированного интеграла 

от дифференциального сечения упругого рассеяния с равномерным распределе-
нием случайного числа. Такой розыгрыш широко применяется в расчетах по 
методу Монте-Карло и позволяет выбрасывать значение θi с плотностью веро-
ятности, пропорциональной дифференциальному сечению рассеяния. Азиму-
тальный угол рассчитывается по формуле 42i Wϕ = π .  

7. Вычисляем направляющие косинусы следующего прямолинейного уча-
стка траектории и возвращаемся на первый шаг алгоритма.  

После вбрасывания всех электронов программа рассчитывает абсолютные 
интенсивности электронов, упруго отраженных под углом θf в интервале углов 

∆θ по формуле 0
1

1( )
N

f k
k

r , I
Nθ

=

θ θ = ⋅∑ , где N — количество генерируемых траек-
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торий, Ik = 1, если k-й электрон вышел из твердого тела в данном интервале уг-
лов рассеяния и Ik = 0 — в противном случае.  

В данном расчете, как и в модели однократного рассеяния, может быть 
учтено ослабление электронного потока за счет поверхностных потерь: 

0
0

1 1
cos cosf

f

B BP( , ) ( ) ( )
E E

θ θ = − ⋅ −
⋅ θ ⋅ θ

. Тогда уточненная формула для 

абсолютной интенсивности электронов, упруго отраженных под углом θf: 

0 0
1

1 N

f f k
k

r ( , ) P( , ) I
Nθ

=

θ θ = θ θ ⋅ ⋅∑ . Для сопоставления этих расчетных результатов 

с экспериментальными данными по угловому распределению УОЭ в выраже-
нии rθ (θf, θ0) необходимо пересчитать угол θf в угол рассеяния θ по формуле  
θ = π – (θ0 + θf).  

Естественно, что при использовании метода статистического моделирова-
ния электронных траекторий важным является вопрос о необходимом количе-
стве N вбрасываемых электронов, которое студенты оценивают на основе ста-
тистической погрешности интенсивности УОЭ в узком телесном угле. Такой 
анализ корректно проводить при углах, которым соответствуют относительно 
малые значения интенсивности rθ (θ, θ0). Как известно, в этом случае простей-
шая формула относительной погрешности: 1( ; ) nδ θ θ + θ =∆ ∆ , где ∆n — ко-
личество электронов, отраженных в угол θ в интервале шага расчета ∆θ.  
Шаг расчета определяется угловой шириной немонотонностей углового рас-
пределения УОЭ и должен быть порядка единиц градусов. Расчет статистиче-
ской погрешности при ∆θ = 1° показал, что при N = 108 она составляет 0,8%, 
при N = 107 – 3%, а при N = 106 – 9%. Обычно при расчетах количество нале-
тающих электронов выбирается N = 107… 108.  

На рис. 5 представлены рассчитанные кривые углового распределения 
УОЭ для Au при различных N и проведено сопоставление этих результатов с 
экспериментом [2, с. 2086–2088]. Увеличение числа вбрасываемых электронов 
повышает точность расчета, который в данном случае очень хорошо описывает 
экспериментальные результаты.  

 

 
Рис. 5. Угловые распределения УОЭ для Au (E = 1000 эВ, φ = 0º), рассчитанные 
по схеме индивидуальных соударений при различных N. Пунктир — эксперимент 
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К недостатку данной схемы (общий недостаток метода Монте-Карло) 
можно отнести большие затраты машинного времени на получение статистиче-
ски достоверных результатов. Для ускорения расчетов можно обсудить со сту-
дентами различные модификации схемы индивидуальных соударений, одной из 
которых является схема непрерывного замедления. При использовании этой 
модификации предполагается, что в узлах траектории электроны испытывают 
только упругие взаимодействия, а неупругие процессы учитываются различным 
образом на основе ослабления электронного потока.  

В качестве «базовой» модификации схемы непрерывного замедления 
можно рассмотреть схему, примененную в работе [11] для расчета углового 
распределения УОЭ в области энергий Е > 2 кэВ. В этой модели расчета не-
упругие процессы предлагается учитывать с помощью двух факторов. Первый и 
основной из них — экспоненциальный закон ослабления электронного потока  
I = I0·exp(–s/λн), где s — полная длина ломаной траектории электрона, причем 
это ослабление учитывается при выходе УОЭ из твердого тела. Вторым факто-
ром является ограничение максимальной длины ломаной траектории электрона 
величиной smax, при этом значение smax может быть оценено, например, по нача-
лу стабилизации рассчитанных значений интегрального коэффициента упруго-
го отражения электронов в зависимости от smax. Можно отметить, что примене-
ние данной схемы позволяет, как минимум, вдвое сократить затраты машинно-
го времени на построение одной траектории.  

Естественно, что схема непрерывного замедления является упрощенной 
схемой, поэтому результаты расчета по этой схеме нужно сравнивать с резуль-
татами, полученными по общей схеме индивидуальных соударений. Оказалось, 
что результаты, полученные по схеме непрерывного замедления, для всех ис-
следованных веществ в области средних энергий являются заниженными по 
сравнению с результатами расчета по общей схеме индивидуальных соударений 
(рис. 6).  

 

 
Рис. 6. Угловые распределения УОЭ для Au (Е = 1000 эВ, φ = 0º),  

рассчитанные по моделям индивидуальных соударений (сплошная кривая)  
и непрерывного замедления (пунктир) 

 
Полученные различия позволяют говорить о неприменимости рассмат-

риваемой модификации схемы непрерывного замедления для расчета харак-
теристик упругого отражения электронов в области средних энергий  
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100 эВ < Е < 3000 эВ. В то же время, с методической точки зрения, полученный 
результат не является отрицательным, он позволяет обсудить со студентами 
причины этих различий — ввиду того, что максимальная длина ломаной траек-
тории электрона в расчетах практически не ограничивалась, причиной различий 
является слишком сильный закон ослабления электронного потока. Возможно, 
определенное изменение закона ослабления может улучшить согласие расчетов 
с экспериментом, что продемонстрирует студентам возможности научного 
творчества при проведении теоретического исследования.  

Авторы выражают благодарность С. Д. Ханину за полезные обсуждения 
результатов работы.  
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